
Ceva三角形和反 Ceva三角形
Ceva四面体和反 Ceva四面体

何万程

2023 年 3 月 1 日

定义 1. 给定△𝐴𝐵𝐶 及其平面内的一点 𝑃，直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃 分别交直线 𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵于点𝐷、
𝐸、𝐹，则△𝐷𝐸𝐹 称为点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的 Ceva三角形，△𝐴𝐵𝐶 称为点 𝑃 关于△𝐷𝐸𝐹 的反 Ceva三
角形．

定理 1. 设△𝐴𝐵𝐶 中 𝐵𝐶 = 𝑎，𝐶𝐴 = 𝑏，𝐴𝐵 = 𝑐，点 𝑃 是平面内一点．直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃 交对应
边所在直线于点𝐷、𝐸、𝐹，直线 𝐴𝑃、𝐸𝐹 交于点𝐷1，直线 𝐵𝑃、𝐹𝐷交于点 𝐸1，直线 𝐶𝑃、𝐷𝐸交于点
𝐹1．点 𝐴′、𝐵′、𝐶′分别在直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃 上，且满足点 𝐴、𝐵、𝐶 分别在直线 𝐵′𝐶′、𝐶′𝐴′、𝐴′𝐵′

上．△𝑃𝐵𝐶、△𝑃𝐶𝐴、△𝑃𝐴𝐵的有向面积比分别是 𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 𝛾，𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 1．△𝑃𝐸𝐹、△𝑃𝐹𝐷、△𝑃𝐷𝐸
的有向面积比分别是 𝛼1 ∶ 𝛽1 ∶ 𝛾1，𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 1．△𝑃 𝐵′𝐶′、△𝑃𝐶′𝐴′、△𝑃𝐴′𝐵′ 的有向面积比分别

是 𝛼2 ∶ 𝛽2 ∶ 𝛾2，𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 1．则对于△𝐷𝐸𝐹 有：点 𝐴、𝑃 调和分割𝐷𝐷1，点 𝐵、𝑃 调和分割 𝐸𝐸1，

点 𝐶、𝑃 调和分割 𝐹𝐹1，

𝛼1 = 1 − 𝛼
2 ，𝛽1 = 1 − 𝛽

2 ，𝛾1 = 1 − 𝛾
2 ，

𝐸𝐹 = √𝛾(𝛾 − 𝛽)(1 − 𝛽)𝑏2 + 𝛽(𝛽 − 𝛾)(1 − 𝛾)2𝑏2 + 𝛽𝛾(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)𝑎2

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)| ，

𝐹𝐷 = √𝛼(𝛼 − 𝛾)(1 − 𝛾)𝑐2 + 𝛾(𝛾 − 𝛼)(1 − 𝛼)𝑎2 + 𝛾𝛼(1 − 𝛾)(1 − 𝛼)𝑏2

|(1 − 𝛾)(1 − 𝛼)| ，

𝐷𝐸 = √𝛽(𝛽 − 𝛼)(1 − 𝛼)𝑎2 + 𝛼(𝛼 − 𝛽)(1 − 𝛽)𝑏2 + 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)𝑐2

|(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)| ，

𝑆△𝐷𝐸𝐹 = ∣ 2𝛼𝛽𝛾
(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾) ∣ 𝑆△𝐴𝐵𝐶；

对于△𝐴′𝐵′𝐶′有：点 𝐴′、𝑃 调和分割 𝐴𝐷，点 𝐵′、𝑃 调和分割 𝐵𝐷，点 𝐶′、𝑃 调和分割 𝐶𝐷，

𝛼2 = 1 − 2𝛼，𝛽2 = 1 − 2𝛽，𝛾2 = 1 − 2𝛾，

𝐵′𝐶′ = ∣ 2𝛼
(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ √𝛾(𝛾 − 𝛽)𝑏2 + 𝛽(𝛽 − 𝛾)𝑐2 + 𝛽𝛾𝑎2，

𝐶′𝐴′ = ∣ 2𝛽
(1 − 2𝛾)(1 − 2𝛼)∣ √𝛼(𝛼 − 𝛾)𝑐2 + 𝛾(𝛾 − 𝛼)𝑎2 + 𝛾𝛼𝑏2，

𝐴′𝐵′ = ∣ 2𝛾
(1 − 2𝛼)(1 − 2𝛽) ∣ √𝛽(𝛽 − 𝛼)𝑎2 + 𝛼(𝛼 − 𝛽)𝑏2 + 𝛼𝛽𝑐2，

𝑆△𝐴′𝐵′𝐶′ = ∣ 4𝛼𝛽𝛾
(1 − 2𝛼)(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ 𝑆△𝐴𝐵𝐶．
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证明：如图 1，截线 𝐶𝑃𝐹 和△𝐴𝐹𝑃 中由Menelaus定理得

𝑃𝐷
𝐷𝐴 ⋅ 𝐴𝐵

𝐵𝐹 ⋅ 𝐹𝐶
𝐶𝑃 = −1，

截线 𝐸𝐷1𝐹 和△𝐴𝑃𝐶 中由Menelaus定理得

𝐴𝐷1
𝐷1𝑃 ⋅ 𝑃𝐹

𝐹𝐶 ⋅ 𝐶𝐸
𝐸𝐴 = −1，

截线 𝐵𝑃𝐸 和△𝐴𝐹𝐶 中由Menelaus定理得

𝐶𝑃
𝑃𝐹 ⋅ 𝐹𝐵

𝐵𝐴 ⋅ 𝐴𝐸
𝐸𝐶 = −1，

以上三式相乘得
𝑃𝐷
𝐷𝐴 ⋅ 𝐴𝐷1

𝐷1𝑃 = −1，

即
𝐴𝐷
𝐴𝐷1

= − 𝑃𝐷
𝑃𝐷1

，

所以点 𝐴、𝑃 调和分割𝐷𝐷1．同理可证点 𝐵、𝑃 调和分割 𝐸𝐸1，点 𝐶、𝑃 调和分割 𝐹𝐹1，点 𝐴′、𝑃 调和
分割 𝐴𝐷，点 𝐵′、𝑃 调和分割 𝐵𝐷，点 𝐶′、𝑃 调和分割 𝐶𝐷．
截线 𝐴𝐷1𝑃 和△𝐶𝐸𝐹 中由Menelaus定理得

𝐸𝐷1
𝐷1𝐹 ⋅ 𝐹𝑃

𝑃 𝐶 ⋅ 𝐶𝐴
𝐴𝐸 = −1，

而
𝐶𝐴
𝐴𝐸 = −𝛼 + 𝛾

𝛾 = −1 − 𝛽
𝛾 ，

截线 𝐵𝑃𝐸 和△𝐴𝐶𝐹 中由Menelaus定理得

𝐹𝑃
𝑃𝐶 ⋅ 𝐶𝐸

𝐸𝐴 ⋅ 𝐴𝐵
𝐵𝐹 = 𝐹𝑃

𝑃𝐶 ⋅ 𝛼
𝛾 ⋅ (−𝛼 + 𝛽

𝛼 ) = −1，
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所以
𝐹𝑃
𝑃𝐶 = 𝛾

𝛼 + 𝛽 = 𝛾
1 − 𝛾，

由此可求得
𝐸𝐷1
𝐷1𝐹 = 1 − 𝛾

1 − 𝛽，

同理可求得
𝐹𝐸1
𝐸1𝐷 = 1 − 𝛼

1 − 𝛾，
𝐷𝐹1
𝐹1𝐸 = 1 − 𝛽

1 − 𝛼，

而
𝐸𝐷1
𝐷1𝐹 = 𝛾1

𝛽1
，

𝐹𝐸1
𝐸1𝐷 = 𝛼1

𝛾1
，

𝐷𝐹1
𝐹1𝐸 = 𝛽1

𝛼1
，

1 − 𝛼
2 + 1 − 𝛽

2 + 1 − 𝛾
2 = 1，

所以

𝛼1 = 1 − 𝛼
2 ，𝛽1 = 1 − 𝛽

2 ，𝛾1 = 1 − 𝛾
2 ．

类似的方法可求得

𝛼2 = 1 − 2𝛼，𝛽2 = 1 − 2𝛽，𝛾2 = 1 − 2𝛾．

对于△𝐷𝐸𝐹，因为

𝐴𝐸 = ∣ 𝛾
1 − 𝛾 ∣ 𝑏，𝐴𝐹 = ∣ 𝛽

1 − 𝛽 ∣ 𝑐， cos∠𝐴𝐹 = 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐 ，

所以

𝐸𝐹 = √𝐴𝐸2 + 𝐴𝐹 2 − 2 ⋅ 𝐴𝐸 ⋅ 𝐴𝐹 ⋅ cos∠𝐴

= √𝛾(𝛾 − 𝛽)(1 − 𝛽)𝑏2 + 𝛽(𝛽 − 𝛾)(1 − 𝛾)2𝑏2 + 𝛽𝛾(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)𝑎2

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)| ，

同理可得

𝐹𝐷 = √𝛼(𝛼 − 𝛾)(1 − 𝛾)𝑐2 + 𝛾(𝛾 − 𝛼)(1 − 𝛼)𝑎2 + 𝛾𝛼(1 − 𝛾)(1 − 𝛼)𝑏2

|(1 − 𝛾)(1 − 𝛼)| ，

𝐷𝐸 = √𝛽(𝛽 − 𝛼)(1 − 𝛼)𝑎2 + 𝛼(𝛼 − 𝛽)(1 − 𝛽)𝑏2 + 𝛼𝛽(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)𝑐2

|(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)| ．

对于△𝐴′𝐵′𝐶′，用求
𝐹𝑃
𝑃𝐶 的方法可求得

𝐸𝑃
𝑃𝐵 = 𝛽

1 − 𝛽，

所以
𝐵𝐵′

𝐵𝐸 = 𝐵𝐵′

𝐵𝐵′ − 𝐸𝐵′ = 1

1 − 𝐸𝐵′

𝐵𝐵′

= 1

1 − 𝐸𝑃
𝑃𝐵

= 1
1 − 𝛽

1 − 𝛽
= 1 − 𝛽

1 − 2𝛽，

因为

#     »𝐴𝐵′ = #   »𝐴𝐵 + #     »𝐵𝐵′ = #   »𝐴𝐵 + 𝐵𝐵′

𝐵𝐸
#    »𝐵𝐸 = #   »𝐴𝐵 + 1 − 𝛽

1 − 2𝛽
#    »𝐵𝐸 = #   »𝐴𝐵 + 1 − 𝛽

1 − 2𝛽 (− #   »𝐴𝐵 + #   »𝐴𝐸)

= − 𝛽
1 − 2𝛽

#   »𝐴𝐵 + 1 − 𝛽
1 − 2𝛽

𝛾
1 − 𝛽

#   »𝐴𝐶 = −𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛾 #   »𝐴𝐶
1 − 2𝛽 ，
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同理可得
#     »𝐴𝐶′ = 𝛽 #   »𝐴𝐵 − 𝛾 #   »𝐴𝐶

1 − 2𝛾 ，

所以
#       »𝐵′𝐶′ = − #     »𝐴𝐵′ + #     »𝐴𝐶′ = 2𝛼

(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) (𝛽 #   »𝐴𝐵 − 𝛾 #   »𝐴𝐶)，

由此可得

𝐵′𝐶′ = ∣ 2𝛼
(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ √(𝛽 #   »𝐴𝐵 − 𝛾 #   »𝐴𝐶)

2

= ∣ 2𝛼
(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ √𝛾(𝛾 − 𝛽)𝑏2 + 𝛽(𝛽 − 𝛾)𝑐2 + 𝛽𝛾𝑎2，

同理可得

𝐶′𝐴′ = ∣ 2𝛽
(1 − 2𝛾)(1 − 2𝛼)∣ √𝛼(𝛼 − 𝛾)𝑐2 + 𝛾(𝛾 − 𝛼)𝑎2 + 𝛾𝛼𝑏2，

𝐴′𝐵′ = ∣ 2𝛾
(1 − 2𝛼)(1 − 2𝛽) ∣ √𝛽(𝛽 − 𝛼)𝑎2 + 𝛼(𝛼 − 𝛽)𝑏2 + 𝛼𝛽𝑐2．

以下用 𝑆△𝑋𝑌 𝑍 表示△𝑋𝑌 𝑍 的有向面积，如此类推

𝑆△𝐷𝐸𝐹 = ∣𝑆△𝐴𝐵𝐶 − 𝑆△𝐴𝐹𝐸 − 𝑆△𝐵𝐷𝐹 − 𝑆△𝐶𝐸𝐷∣

= ∣𝑆△𝐴𝐵𝐶 − 𝛽
1 − 𝛽

𝛾
1 − 𝛾 𝑆△𝐴𝐵𝐶 − 𝛾

1 − 𝛾
𝛼

1 − 𝛼𝑆△𝐴𝐵𝐶 − 𝛼
1 − 𝛼

𝛽
1 − 𝛽 𝑆△𝐴𝐵𝐶 ∣

= ∣ 2𝛼𝛽𝛾
(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾) ∣ 𝑆△𝐴𝐵𝐶，

因为△𝐴𝐵𝐶 是点 𝑃 关于△𝐴′𝐵′𝐶′的 Ceva三角形，再用上面的结论可得

𝑆△𝐴′𝐵′𝐶′ = ∣(1 − (1 − 2𝛼))(1 − (1 − 2𝛽))(1 − (1 − 2𝛾))
2(1 − 2𝛼)(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ 𝑆△𝐴𝐵𝐶

= ∣ 4𝛼𝛽𝛾
(1 − 2𝛼)(1 − 2𝛽)(1 − 2𝛾) ∣ 𝑆△𝐴𝐵𝐶．

例 1. 给定△𝐴𝐵𝐶 和点 𝑃，求作点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的反 Ceva三角形．

解：分别作点 𝐴′、𝐵′、𝐶′，使点 𝐴′、𝑃 调和分割 𝐴𝐷，点 𝐵′、𝑃 调和分割 𝐵𝐷，点 𝐶′、𝑃 调和分割
𝐶𝐷，由定理 1可知△𝐴′𝐵′𝐶′就是点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的反 Ceva三角形．

定理 2. 点 𝑃 是平面内任一点不在△𝐴𝐵𝐶 三边上的点，直线 𝐴𝑃、𝐵𝐶 交于点𝐷，直线 𝐵𝑃、𝐶𝐴交
于点 𝐸，直线 𝐶𝑃、𝐴𝐵交于点 𝐹，直线 𝐵𝐶、𝐸𝐹 交于点 𝐾，直线 𝐶𝐴、𝐹𝐷交于点 𝐿，直线 𝐴𝐵、𝐷𝐸
交于点𝑀，则点𝐾、𝐿、𝑀 共线．

证明：根据 Desarges定理，△𝐴𝐵𝐶 和△𝐷𝐸𝐹 的对应顶点相交于点 𝑃，所以对应边的交点共线．

定理 2中的点 𝑃 称为△𝐴𝐵𝐶 的三线性极点，直线𝐾𝐿称为△𝐴𝐵𝐶 的三线性极线．

定理 3. 对固定的△𝐴𝐵𝐶，不同的点 𝑃 对应的三线性极线是不同的．

证明：若直线 𝐴𝑃、𝐵𝐶 交于点 𝐷，直线 𝐵𝑃、𝐶𝐴交于点 𝐸，直线 𝐶𝑃、𝐴𝐵 交于点 𝐹，直线 𝐴𝑄、
𝐵𝐶 交于点 𝐷1，直线 𝐵𝑄、𝐶𝐴交于点 𝐸1，直线 𝐶𝑄、𝐴𝐵 交于点 𝐹1，直线 𝐵𝐶、𝐸𝐹 交于点 𝐾，直线
𝐶𝐴、𝐹𝐷交于点 𝐿，直线 𝐴𝐵、𝐷𝐸交于点𝑀，那么直线 𝐵𝐶、𝐸1𝐹1交于点𝐾，直线 𝐶𝐴、𝐹1𝐷1交于点

𝐿，直线 𝐴𝐵、𝐷1𝐸1 交于点𝑀．若 𝐴𝐸 < 𝐴𝐸1，则 𝐶𝐸 > 𝐶𝐸1，𝐴𝐸 > 𝐴𝐹1，所以 𝐶𝐷 > 𝐶𝐷1，所以直

线 𝐹𝐷与直线 𝐹1𝐷1的交点不是点 𝐿，这与假设矛盾．
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例 2. 给定△𝐴𝐵𝐶 及其三线性极线 𝑙，求作△𝐴𝐵𝐶 的三线性极点．

作图法：步骤如下：

（1）作直线 𝑙分别与直线 𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐴𝐵的交点𝐾、𝐿、𝑀；
（2）作直线 𝐵𝐿、𝐶𝑀 的交点 𝑋，直线 𝐶𝑀、𝐴𝐾 的交点 𝑌，直线 𝐴𝐾、𝐵𝐿的交点 𝑍；
（3）直线 𝐴𝑋、𝐵𝑌、𝐶𝑍 相交于同一点 𝑃，这个点就是所求．

证明：根据 Desarges定理的逆定理，△𝐴𝐵𝐶 和△𝑋𝑌 𝑍 对应边的交点共线，所以对应顶点相交于点
𝑃．设直线 𝐴𝑃、𝐵𝐶 交于点 𝐷，直线 𝐵𝑃、𝐶𝐴交于点 𝐸，直线 𝐶𝑃、𝐴𝐵交于点 𝐹．又因为直线 𝐴𝑃 关
于两直线 𝐶𝐴、𝐴𝐵的极点是𝐾，直线 𝐸𝐹 与直线 𝐵𝐶 的交点是𝐾．同理可证直线 𝐹𝐷与直线 𝐶𝐴 的交点
是 𝐿，直线 𝐷𝐸 与直线 𝐴𝐵的交点是𝑀．所以点 𝑃 就是所求的点．

定义 2. 给定四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷及其空间的一点 𝑃，直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃、𝐷𝑃 分别交平面 𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐶𝐷、
𝐴𝐵𝐷、𝐴𝐵𝐶 于点 𝐴1、𝐵1、𝐶1，则四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 称为点 𝑃 关于四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的 Ceva四面体，四
面体 𝐴𝐵𝐶𝐷称为点 𝑃 关于四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的反 Ceva四面体．

定理 4. 四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1是点 𝑃 关于四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的 Ceva四面体，直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃、𝐷𝑃 分
别交平面𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐶𝐷、𝐴𝐵𝐷、𝐴𝐵𝐶、𝐵1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐵1𝐷1、𝐴1𝐵1𝐶1于点𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1、𝐸、
𝐹、𝐺、𝐻，𝐴𝐵 = 𝑎，𝐴𝐶 = 𝑏，𝐴𝐷 = 𝑐，𝐶𝐷 = 𝑝，𝐵𝐷 = 𝑞，𝐵𝐶 = 𝑟，四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的体积是 𝑉，四面
体 𝑃𝐵𝐶𝐷、𝑃𝐴𝐷𝐶、𝑃𝐴𝐵𝐷、𝑃𝐴𝐶𝐵的有向体积比是 𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 𝛾 ∶ 𝛿，𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 1，四面体𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1
的体积是 𝑉1，四面体 𝑃𝐵1𝐶1𝐷1、𝑃𝐴1𝐷1𝐶1、𝑃𝐴1𝐵1𝐷1、𝑃𝐴1𝐶1𝐵1 的有向体积比是 𝛼1 ∶ 𝛽1 ∶ 𝛾1 ∶ 𝛿1，

𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 + 𝛿1 = 1，则
𝐴1𝑃
𝑃𝐸 = −2𝐴1𝐴

𝐴𝐸 ，
𝐵1𝑃
𝑃𝐹 = −2𝐵1𝐵

𝐵𝐹 ，
𝐶1𝑃
𝑃𝐺 = −2𝐶1𝐶

𝐶𝐺 ，
𝐷1𝑃
𝑃𝐻 = −2𝐷1𝐷

𝐷𝐻 ，

𝛼1 = 1 − 𝛼
3 ，𝛽1 = 1 − 𝛽

3 ，𝛾1 = 1 − 𝛾
3 ，𝛿1 = 1 − 𝛿

3 ，

𝐴1𝐵1 = √𝑓(𝛾, 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟, 𝑞)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)| ，𝐶1𝐷1 = √𝑓(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑟, 𝑐, 𝑞)

|(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)| ，

𝐴1𝐶1 = √𝑓(𝛽, 𝛿, 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑞, 𝑎, 𝑐, 𝑟, 𝑝)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛾)| ，𝐵1𝐷1 = √𝑓(𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿, 𝑞, 𝑏, 𝑎, 𝑟, 𝑐, 𝑝)

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛿)| ，

𝐴1𝐷1 = √𝑓(𝛽, 𝛾, 𝛼, 𝛿, 𝑟, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑝)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛿)| ，𝐵1𝐶1 = √𝑓(𝛼, 𝛿, 𝛽, 𝛾, 𝑐, 𝑟, 𝑎, 𝑞, 𝑏, 𝑝)

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)| ，

𝑉1 = ∣ 3𝛼𝛽𝛾𝛿
(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿) ∣ 𝑉，
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𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑃

𝐴1

𝐵1

𝐶1

𝐷1

𝑄

𝑅

𝑆

𝑇 𝑈

𝑉

𝐸

𝐹

𝐺

𝐻

图 4

其中

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6)
= −𝑡1𝑡2(𝑡3 − 𝑡4)2𝑢2

1 + 𝑡3𝑡4(1 − 𝑡3)(1 − 𝑡4)𝑢2
2

+ 𝑡1𝑡3(𝑡3 − 𝑡4)(1 − 𝑡3)𝑢2
3 + 𝑡2𝑡3(𝑡3 − 𝑡4)(1 − 𝑡3)𝑢2

4

+ 𝑡1𝑡4(𝑡4 − 𝑡3)(1 − 𝑡4)𝑢2
5 + 𝑡2𝑡4(𝑡4 − 𝑡3)(1 − 𝑡4)𝑢2

6．

证明：如图 4，因为

#      »𝐴𝐵1 = 𝛾 #   »𝐴𝐶 + 𝛿 #    »𝐴𝐷
𝛼 + 𝛾 + 𝛿 ，

#      »𝐴𝐶1 = 𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛿 #    »𝐴𝐷
𝛼 + 𝛽 + 𝛿 ，

#      »𝐴𝐷1 = 𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛾 #   »𝐴𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ，

设
#   »𝐴𝐸 = 𝑥 #      »𝐴𝐵1 + 𝑦 #      »𝐴𝐶1 + 𝑧 #      »𝐴𝐷1，则 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1，而

𝑥 #      »𝐴𝐵1 + 𝑦 #      »𝐴𝐶1 + 𝑧 #      »𝐴𝐷1 = ( 𝑦
𝛼 + 𝛽 + 𝛿 + 𝑧

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ) 𝛽 #   »𝐴𝐵

+ ( 𝑥
𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 𝑧

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ) 𝛾 #   »𝐴𝐶

+ ( 𝑥
𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 𝑦

𝛼 + 𝛽 + 𝛿 ) 𝛿 #    »𝐴𝐷，
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又因为
#   »𝐴𝑃 = 𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛾 #   »𝐴𝐵 + 𝛿 #   »𝐴𝐵，所以得

⎧{
⎨{⎩

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1，
𝑦

𝛼 + 𝛽 + 𝛿 + 𝑧
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝑥

𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 𝑧
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝑥

𝛼 + 𝛾 + 𝛿 + 𝑦
𝛼 + 𝛽 + 𝛿 = 𝑘，

解这个方程组得
⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝑥 = 𝛼 + 𝛾 + 𝛿
3𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 + 2𝛿 = 1 − 𝛽

2 + 𝛼，

𝑦 = 𝛼 + 𝛽 + 𝛿
3𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 + 2𝛿 = 1 − 𝛾

2 + 𝛼，

𝑧 = 𝛼 + 𝛽 + 𝛾
3𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 + 2𝛿 = 1 − 𝛿

2 + 𝛼，

𝑘 = 2
3𝛼 + 2𝛽 + 2𝛾 + 2𝛿 = 2

2 + 𝛼，

所以
#   »𝐴𝐸 = 2

2 + 𝛼
#   »𝐴𝑃，

又因为
#      »𝐴𝐴1 = 1

1 − 𝛼
#   »𝐴𝑃，

所以
#      »𝐴1𝑃 = − #      »𝐴𝐴1 + #   »𝐴𝑃 = − 𝛼

1 − 𝛼
#   »𝐴𝑃， #    »𝑃𝐸 = #   »𝐴𝑃 − #   »𝐴𝐸 = 𝛼

2 + 𝛼
#   »𝐴𝑃，

即
𝐴1𝑃
𝑃𝐸 = −2𝐴1𝐴

𝐴𝐸 = −2 + 𝛼
1 − 𝛼，

同理可得
𝐵1𝑃
𝑃𝐹 = −2𝐵1𝐵

𝐵𝐹 ，
𝐶1𝑃
𝑃𝐺 = −2𝐶1𝐶

𝐶𝐺 ，
𝐷1𝑃
𝑃𝐻 = −2𝐷1𝐷

𝐷𝐻 ．

四面体 𝑃𝐴𝐷1𝑄的有向体积是
𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ⋅ 𝛿 ⋅ 𝛽
𝛼 + 𝛽 𝑉 = 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛿)𝑉，

同理可得四面体 𝑃𝐴𝑅𝐷1、𝑃𝐴𝑄𝐶1、𝑃𝐴𝐶1𝑆、𝑃 𝐴𝐵1𝑅、𝑃𝐴𝑆𝐵1的有向体积分别是

𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉， 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛾)𝑉， 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛾)𝑉， 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛽)𝑉， 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛽)𝑉，

四面体 𝐴𝑄𝐷1𝐶1的有向体积是

𝛾
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ⋅ 𝛿

𝛼 + 𝛽 + 𝛿 ⋅ 𝛽
𝛼 + 𝛽 𝑉 = 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉，

同理可得四面体 𝐴𝑅𝐵1𝐷1、𝐴𝑆𝐶1𝐵1的有向体积分别是

𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛽)(1 − 𝛿)𝑉， 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)𝑉，

由 Ceva三角形的有向面积得△𝑇 𝑈𝑉 的有向面积是
2𝛽𝛾𝛿

(𝛽 + 𝛾)(𝛽 + 𝛿)(𝛾 + 𝛿)𝑆△𝐵𝐶𝐷，
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所以四面体 𝐴𝐵1𝐶1𝐷1的有向体积是

2𝛽𝛾𝛿
(𝛽 + 𝛾)(𝛽 + 𝛿)(𝛾 + 𝛿) ⋅ 𝛽 + 𝛾

1 − 𝛿 ⋅ 𝛽 + 𝛿
1 − 𝛾 ⋅ 𝛾 + 𝛿

1 − 𝛽 = 2𝛽𝛾𝛿
(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉，

由此得四面体 𝑃𝐵1𝐷1𝐶1的有向体积是

𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛿)𝑉 + 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉 + 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛾)𝑉

+ 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛾)𝑉 + 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛽)𝑉 + 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛽)𝑉

− 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉 − 𝛽𝛾𝛿

(𝛼 + 𝛾)(1 − 𝛽)(1 − 𝛿)𝑉 − 𝛽𝛾𝛿
(𝛼 + 𝛿)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)𝑉

− 2𝛽𝛾𝛿
(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)𝑉

= 𝐾(1 − 𝛼)𝑉，

其中

𝐾 = 𝛼𝛽𝛾𝛿
(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)，

同理可得四面体 𝑃𝐴1𝐶1𝐷1、𝑃𝐴1𝐷1𝐵1、𝑃𝐴1𝐵1𝐶1的有向体积分别是

𝐾(1 − 𝛽)𝑉，𝐾(1 − 𝛾)𝑉，𝐾(1 − 𝛿)𝑉，

所以

𝑉1 = |𝐾(1 − 𝛼)𝑉 + 𝐾(1 − 𝛽)𝑉 + 𝐾(1 − 𝛾)𝑉 + 𝐾(1 − 𝛿)𝑉 | = 3|𝐾|𝑉，
𝛼1 ∶ 𝛽1 ∶ 𝛾1 ∶ 𝛿1 = (1 − 𝛼) ∶ (1 − 𝛽) ∶ (1 − 𝛾) ∶ (1 − 𝛿)，

所以得

𝛼1 = 1 − 𝛼
3 ，𝛽1 = 1 − 𝛽

3 ，𝛾1 = 1 − 𝛾
3 ，𝛿1 = 1 − 𝛿

3 ．

因为
#      »𝐴𝐶1 = 𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛿 #    »𝐴𝐷

𝛼 + 𝛽 + 𝛿 ，
#      »𝐴𝐷1 = 𝛽 #   »𝐴𝐵 + 𝛾 #   »𝐴𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ，

所以
#         »𝐶1𝐷1 = #      »𝐴𝐷1 − #      »𝐴𝐶1 = 𝛽(𝛾 − 𝛿) #   »𝐴𝐵 − 𝛾(1 − 𝛾) #   »𝐴𝐶 + 𝛿(1 − 𝛿) #    »𝐴𝐷

(1 − 𝛾)(1 − 𝛿) ，

由此可得

𝐶1𝐷1 = √𝑓(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑟, 𝑐, 𝑞)
|(1 − 𝛾)(1 − 𝛿)| ，

同理可得

𝐴1𝐵1 = √𝑓(𝛾, 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟, 𝑞)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛽)| ，

𝐴1𝐶1 = √𝑓(𝛽, 𝛿, 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑞, 𝑎, 𝑐, 𝑟, 𝑝)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛾)| ，𝐵1𝐷1 = √𝑓(𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿, 𝑞, 𝑏, 𝑎, 𝑟, 𝑐, 𝑝)

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛿)| ，

𝐴1𝐷1 = √𝑓(𝛽, 𝛾, 𝛼, 𝛿, 𝑟, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑝)
|(1 − 𝛼)(1 − 𝛿)| ，𝐵1𝐶1 = √𝑓(𝛼, 𝛿, 𝛽, 𝛾, 𝑐, 𝑟, 𝑎, 𝑞, 𝑏, 𝑝)

|(1 − 𝛽)(1 − 𝛾)| ．
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定理 5. 四面体𝐴𝐵𝐶𝐷是点 𝑃 关于四面体𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的反Ceva四面体，直线𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃、𝐷𝑃 分
别交平面𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐶𝐷、𝐴𝐵𝐷、𝐴𝐵𝐶、𝐵1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐵1𝐷1、𝐴1𝐵1𝐶1于点𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1、𝐸、𝐹、
𝐺、𝐻，𝐴1𝐵1 = 𝑎，𝐴1𝐶1 = 𝑏，𝐴1𝐷1 = 𝑐，𝐶1𝐷1 = 𝑝，𝐵1𝐷1 = 𝑞，𝐵1𝐶1 = 𝑟，四面体𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的体积是

𝑉，四面体 𝑃𝐵1𝐶1𝐷1、𝑃𝐴1𝐷1𝐶1、𝑃𝐴1𝐵1𝐷1、𝑃𝐴1𝐶1𝐵1的有向体积比是 𝛼 ∶ 𝛽 ∶ 𝛾 ∶ 𝛿，𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 1，
四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的体积是 𝑉1，四面体 𝑃𝐵𝐶𝐷、𝑃𝐴𝐷𝐶、𝑃𝐴𝐵𝐷、𝑃𝐴𝐶𝐵的有向体积比是 𝛼1 ∶ 𝛽1 ∶ 𝛾1 ∶ 𝛿1，

𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 + 𝛿1 = 1，则
𝐴1𝑃
𝑃𝐸 = −2𝐴1𝐴

𝐴𝐸 ，
𝐵1𝑃
𝑃𝐹 = −2𝐵1𝐵

𝐵𝐹 ，
𝐶1𝑃
𝑃 𝐺 = −2𝐶1𝐶

𝐶𝐺 ，
𝐷1𝑃
𝑃𝐻 = −2𝐷1𝐷

𝐷𝐻 ，

𝛼1 = 1 − 3𝛼，𝛽1 = 1 − 3𝛽，𝛾1 = 1 − 3𝛾，𝛿1 = 1 − 3𝛿，

𝐴𝐵 = 3√𝑓(𝛾, 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟, 𝑞)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛽)| ，𝐶𝐷 = 3√𝑓(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑟, 𝑐, 𝑞)

|(1 − 3𝛾)(1 − 3𝛿)| ，

𝐴𝐶 = 3√𝑓(𝛽, 𝛿, 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑞, 𝑎, 𝑐, 𝑟, 𝑝)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛾)| ，𝐵𝐷 = 3√𝑓(𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿, 𝑞, 𝑏, 𝑎, 𝑟, 𝑐, 𝑝)

|(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛿)| ，

𝐴𝐷 = 3√𝑓(𝛽, 𝛾, 𝛼, 𝛿, 𝑟, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑝)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛿)| ，𝐵𝐶 = 3√𝑓(𝛼, 𝛿, 𝛽, 𝛾, 𝑐, 𝑟, 𝑎, 𝑞, 𝑏, 𝑝)

|(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛾)| ，

𝑉1 = ∣ 27𝛼𝛽𝛾𝛿
(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛾)(1 − 3𝛿) ∣ 𝑉．

其中

𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6)
= −𝑡1𝑡2(𝑡3 − 𝑡4)2𝑢2

1 + 𝑡3𝑡4(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3)(𝑡1 + 𝑡3 − 𝑡4)𝑢2
2

+ 𝑡1𝑡3(𝑡3 − 𝑡4)(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡4)𝑢2
3 + 𝑡2𝑡3(𝑡3 − 𝑡4)(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡4)𝑢2

4

+ 𝑡1𝑡4(𝑡4 − 𝑡3)(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3)𝑢2
5 + 𝑡2𝑡4(𝑡4 − 𝑡3)(𝑡1 + 𝑡2 − 𝑡3)𝑢2

6．

证明：如图 4，因为四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 是点 𝑃 关于四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的 Ceva四面体，由定理 4可直接
得

𝐴1𝑃
𝑃𝐸 = −2𝐴1𝐴

𝐴𝐸 ，
𝐵1𝑃
𝑃𝐹 = −2𝐵1𝐵

𝐵𝐹 ，
𝐶1𝑃
𝑃𝐺 = −2𝐶1𝐶

𝐶𝐺 ，
𝐷1𝑃
𝑃𝐻 = −2𝐷1𝐷

𝐷𝐻 ，

𝛼 = 1 − 𝛼1
3 ，𝛽 = 1 − 𝛽1

3 ，𝛾 = 1 − 𝛾1
3 ，𝛿 = 1 − 𝛿1

3 ，

𝑉 = ∣ 3𝛼1𝛽1𝛾1𝛿1
(1 − 𝛼1)(1 − 𝛽1)(1 − 𝛾1)(1 − 𝛿1) ∣ 𝑉1，

所以

𝛼1 = 1 − 3𝛼，𝛽1 = 1 − 3𝛽，𝛾1 = 1 − 3𝛾，𝛿1 = 1 − 3𝛿，

𝑉1 = ∣ 27𝛼𝛽𝛾𝛿
(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛾)(1 − 3𝛿) ∣ 𝑉．

由定理 4的证明可知
𝐶1𝐶
𝐶1𝐺 = 𝐶1𝐶

𝐶1𝐶 + 𝐶𝐺 = 1

1 + 𝐶𝐺
𝐶1𝐶

= 1
1 − 21 − 𝛾1

2 + 𝛾1

= 2 + 𝛾1
3𝛾1

= 1 − 𝛾
1 − 3𝛾，

所以

#      »𝐴1𝐶 = #        »𝐴1𝐶1 + #      »𝐶1𝐶 = #        »𝐴1𝐶1 + 𝐶1𝐶
𝐶1𝐺

#      »𝐶1𝐺 = #        »𝐴1𝐶1 − 1 − 𝛾
1 − 3𝛾

#      »𝐶1𝐺
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= #        »𝐴1𝐶1 − 1 − 𝛾
1 − 3𝛾

𝛼 #   »𝐶𝐴 + 𝛽 #    »𝐶𝐵 + 𝛿 #    »𝐶𝐷
1 − 𝛾 = #        »𝐴1𝐶1 + 𝛼 #        »𝐶1𝐴1 + 𝛽 #        »𝐶1𝐵1 + 𝛿 #         »𝐶1𝐷1

1 − 3𝛾

= #        »𝐴1𝐶1 +
−𝛼 #        »𝐴1𝐶1 + 𝛽 ( #        »𝐴1𝐵1 − #        »𝐴1𝐶1) + 𝛿 ( #         »𝐴1𝐷1 − #        »𝐴1𝐶1)

1 − 3𝛾

= 𝛽 #        »𝐴1𝐵1 − 2𝛾 #        »𝐴1𝐶1 + 𝛿 #         »𝐴1𝐷1
1 − 3𝛾 ，

同理可得
#      »𝐴1𝐷 = 𝛽 #        »𝐴1𝐵1 + 𝛾 #        »𝐴1𝐶1 − 2𝛿 #         »𝐴1𝐷1

1 − 3𝛿 ，

由此可得

#    »𝐶𝐷 = − #      »𝐴1𝐶 + #      »𝐴1𝐷 =
3 (−𝛽(𝛾 − 𝛿) #        »𝐴1𝐵1 + 𝛾(𝛼 + 𝛽 − 𝛿) #        »𝐴1𝐶1 − 𝛿(𝛼 + 𝛽 − 𝛾) #         »𝐴1𝐷1)

(1 − 𝛾)(1 − 𝛿) ，

所以

𝐶𝐷 = √( #    »𝐶𝐷)
2

= 3√𝑓(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑟, 𝑐, 𝑞)
|(1 − 3𝛾)(1 − 3𝛿)| ，

同理可得

𝐴𝐵 = 3√𝑓(𝛾, 𝛿, 𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑟, 𝑞)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛽)| ，

𝐴𝐶 = 3√𝑓(𝛽, 𝛿, 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑞, 𝑎, 𝑐, 𝑟, 𝑝)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛾)| ，𝐵𝐷 = 3√𝑓(𝛼, 𝛾, 𝛽, 𝛿, 𝑞, 𝑏, 𝑎, 𝑟, 𝑐, 𝑝)

|(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛿)| ，

𝐴𝐷 = 3√𝑓(𝛽, 𝛾, 𝛼, 𝛿, 𝑟, 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑝)
|(1 − 3𝛼)(1 − 3𝛿)| ，𝐵𝐶 = 3√𝑓(𝛼, 𝛿, 𝛽, 𝛾, 𝑐, 𝑟, 𝑎, 𝑞, 𝑏, 𝑝)

|(1 − 3𝛽)(1 − 3𝛾)| ．

若给定点𝑃 和四面体𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1，作𝐴1𝑃、𝐵1𝑃、𝐶1𝑃、𝐷1𝑃 分别交平面𝐵1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐶1𝐷1、𝐴1𝐵1𝐷1、

𝐴1𝐵1𝐶1于点 𝐸、𝐹、𝐺、𝐻，再分别在直线 𝐴1𝑃、𝐵1𝑃、𝐶1𝑃、𝐷1𝑃 上作点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，使其满足

𝐴1𝑃
𝑃𝐸 = −2𝐴1𝐴

𝐴𝐸 ，
𝐵1𝑃
𝑃𝐹 = −2𝐵1𝐵

𝐵𝐹 ，
𝐶1𝑃
𝑃𝐺 = −2𝐶1𝐶

𝐶𝐺 ，
𝐷1𝑃
𝑃𝐻 = −2𝐷1𝐷

𝐷𝐻 ，

则四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷就是点 𝑃 关于四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1的反 Ceva四面体．

定理 6. 四面体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1是点 𝑃 关于四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的 Ceva四面体，直线 𝐴𝑃、𝐵𝑃、𝐶𝑃、𝐷𝑃 分
别交平面 𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐶𝐷、𝐴𝐵𝐷、𝐴𝐵𝐶 于点 𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1，平面 𝐵𝐶𝐷与平面 𝐵1𝐶1𝐷1相交于直线 𝑙𝐴，
平面 𝐴𝐶𝐷与平面 𝐴1𝐶1𝐷1 相交于直线 𝑙𝐵，平面 𝐴𝐵𝐷与平面 𝐴1𝐵1𝐷1 相交于直线 𝑙𝐶，平面 𝐴𝐵𝐶 与平
面 𝐴1𝐵1𝐶1相交于直线 𝑙𝐷，则 𝑙𝐴、𝑙𝐵、𝑙𝐶、𝑙𝐷共面．

证明：设直线 𝐴𝐵、𝐴1𝐵1相交于点 𝑃𝐴𝐵，直线𝐴𝐶、𝐴1𝐶1相交于点 𝑃𝐴𝐶，直线𝐴𝐷、𝐴1𝐷1相交于点

𝑃𝐴𝐷，直线 𝐵𝐶、𝐵1𝐶1相交于点 𝑃𝐵𝐶，直线 𝐵𝐷、𝐵1𝐷1相交于点 𝑃𝐵𝐷，直线 𝐶𝐷、𝐶1𝐷1相交于点 𝑃𝐶𝐷，

则点 𝑃𝐴𝐵在直线 𝑙𝐶、𝑙𝐷上，点 𝑃𝐴𝐶 在直线 𝑙𝐵、𝑙𝐷上，点 𝑃𝐴𝐷在直线 𝑙𝐵、𝑙𝐶 上，点 𝑃𝐵𝐶 在直线 𝑙𝐴、𝑙𝐷
上，点 𝑃𝐵𝐷在直线 𝑙𝐴、𝑙𝐶 上，点 𝑃𝐶𝐷在直线 𝑙𝐴、𝑙𝐵上，即直线 𝑙𝐴、𝑙𝐵、𝑙𝐶、𝑙𝐷两两相交，所以 𝑙𝐴、𝑙𝐵、
𝑙𝐶、𝑙𝐷共面．

定理 6中的点 𝑃 称为四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的四线性极点，直线 𝑙𝐴、𝑙𝐵、𝑙𝐶、𝑙𝐷 所确定的平面称为四面体
𝐴𝐵𝐶𝐷的四线性极平面．
如图 4，若给定四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的四线性极平面 𝜋，分别作平面 𝜋与平面 𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐶𝐷、𝐴𝐵𝐷、𝐴𝐵𝐶

的交线 𝑙𝐴、𝑙𝐵、𝑙𝐶、𝑙𝐷，再用三角形三线性极线的作图方法可得点 𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1，则直线 𝐴𝐴1、𝐵𝐵1
的交点就是为四面体 𝐴𝐵𝐶𝐷的四线性极点．
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