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定义 1. 给定△𝐴𝐵𝐶，点 𝐴′、𝐵′、𝐶′分别在直线 𝐵𝐶、𝐶𝐴、𝐴𝐵上，直线 𝐴𝐴′、𝐵𝐵′、𝐶𝐶′相交于

同一点 𝑃，且 𝐵𝐴′ = 𝐶𝐵′ = 𝐴𝐶′ 或 𝐶𝐴′ = 𝐴𝐵′ = 𝐵𝐶′，这样的点 𝑃 称为△𝐴𝐵𝐶 的 Yff点．若 𝐵𝐴′ =
𝐶𝐵′ = 𝐴𝐶′ = 𝑢，则点 𝑃 称为△𝐴𝐵𝐶 的正 Yff点，𝑢称为△𝐴𝐵𝐶 的正 Yff值；若 𝐶𝐴′ = 𝐴𝐵′ = 𝐵𝐶′，

则点 𝑃 称为△𝐴𝐵𝐶 的负 Yff点，𝑢称为△𝐴𝐵𝐶 的负 Yff值．

设△𝐴𝐵𝐶 中，𝐵𝐶 = 𝑎，𝐶𝐴 = 𝑏，𝐴𝐵 = 𝑐，𝑎 = 𝑢 + 𝑣，𝑏 = 𝑡 + 𝑣，𝑐 = 𝑡 + 𝑢，𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐
2 ．由

Ceva定理，无论正 Yff点或负 Yff点，Yff值 𝑢都满足方程

𝑢3 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)(𝑐 − 𝑢)，

整理得

2𝑢3 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑢 + (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝑢 − 𝑎𝑏𝑐 = 0． (1)

令 𝑓(𝑢) = 2𝑢3 − (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑢 + (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝑢 − 𝑎𝑏𝑐，则 𝑓 ′(𝑢) = 6𝑢2 − 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑢 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐，方程
𝑓 ′(𝑢) = 0的判别式是

(2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐))2 − 4 × 6 ⋅ (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) = 4(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 4(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐))
= −8(𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2 + 5(𝑡𝑢 + 𝑡𝑣 + 𝑢𝑣)) < 0，

所以对任意实数 𝑢均有 𝑓 ′(𝑢) > 0，即 𝑓(𝑢)是严格单调增函数．另外，因为 𝑓(0) = −𝑎𝑏𝑐 < 0，𝑓(𝑎) = 𝑎3，

𝑓(𝑏) = 𝑏3，𝑓(𝑐) = 𝑐3，所以 (1)有唯一的正根，且小于 min{𝑎, 𝑏, 𝑐}，所以

𝑢3 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)(𝑐 − 𝑢) ⩽ ((𝑎 − 𝑢) + (𝑏 − 𝑢) + (𝑐 − 𝑢)
3 )

3
= (2𝑝 − 3𝑢

3 )
3
，

由上式得

𝑢 ⩽ 2𝑝 − 3𝑢
3 ，

即

𝑢 ⩽ 𝑝
3．

当且仅当 𝑎 = 𝑏 = 𝑐时取得等号．由此可得：

定理 1. △𝐴𝐵𝐶 的的正、负 Yff点都在△𝐴𝐵𝐶 内，正、负 Yff值 𝑢相等，且 0 < 𝑢 ⩽ 𝑝
3，当且仅当

△𝐴𝐵𝐶 是正三角形时 𝑢 = 𝑝
3．

设 △𝐴𝐵𝐶 的正 Yff 点是 𝑈1，其重心坐标是 (𝛼1, 𝛽1, 𝛾1)，△𝐴𝐵𝐶 的正 Yff 点是 𝑈2，其重心坐标是

(𝛼2, 𝛽2, 𝛾2)．解由
𝛽1
𝛾1

= 𝑎 − 𝑢
𝑢 ，

𝛾1
𝛼1

= 𝑏 − 𝑢
𝑢 ，𝛼1 + 𝛽1 + 𝛾1 = 1

1
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组成的方程组可得

𝛼1 = 𝑢2

𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏，𝛽1 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏 ，𝛾1 = 𝑢(𝑏 − 𝑢)

𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏，

即

(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)𝛼1 − 𝑢2 = 0．

计算多项式 𝑓(𝑢)及 (𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)𝛼1 − 𝑢2关于 𝑢的结式，整理得

𝑎𝑏2(𝑝3(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼3
1 + 𝑝2(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼2

1 + 𝑝1(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼1 + 𝑝0(𝑎, 𝑏, 𝑐))，

其中

𝑝3(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐，
𝑝2(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎2𝑏 − 2𝑏𝑐2 − 𝑎(𝑏2 + 𝑐2) + 3𝑎𝑏𝑐，
𝑝1(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎2(𝑏 − 𝑐) + 𝑐2(2𝑎 + 𝑏)，
𝑝0(𝑎, 𝑏, 𝑐) = −𝑎𝑐2，

所以 𝛼1满足方程

𝑝3(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼3
1 + 𝑝2(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼2

1 + 𝑝1(𝑎, 𝑏, 𝑐)𝛼1 + 𝑝0(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0，

同理可得 𝛽1、𝛾1分别满足方程

𝑝3(𝑏, 𝑐, 𝑎)𝛽3
1 + 𝑝2(𝑏, 𝑐, 𝑎)𝛽2

1 + 𝑝1(𝑏, 𝑐, 𝑎)𝛽1 + 𝑝0(𝑏, 𝑐, 𝑎) = 0，
𝑝3(𝑐, 𝑎, 𝑏)𝛾3

1 + 𝑝2(𝑐, 𝑎, 𝑏)𝛾2
1 + 𝑝1(𝑐, 𝑎, 𝑏)𝛾1 + 𝑝0(𝑐, 𝑎, 𝑏) = 0．

解由
𝛾2
𝛽2

= 𝑎 − 𝑢
𝑢 ，

𝛼2
𝛾2

= 𝑏 − 𝑢
𝑢 ，𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 = 1

组成的方程组可得

𝛼2 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏 ，𝛽2 = 𝑢2

𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏，𝛾2 = 𝑢(𝑎 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏，

用类似求 𝛼1、𝛽1、𝛾1方程的方法，可得 𝛼2、𝛽2、𝛾2分别满足方程

𝑝3(𝑎, 𝑐, 𝑏)𝛼3
2 + 𝑝2(𝑎, 𝑐, 𝑏)𝛼2

2 + 𝑝1(𝑎, 𝑐, 𝑏)𝛼2 + 𝑝0(𝑎, 𝑐, 𝑏) = 0，
𝑝3(𝑏, 𝑎, 𝑐)𝛽3

2 + 𝑝2(𝑏, 𝑎, 𝑐)𝛽2
2 + 𝑝1(𝑏, 𝑎, 𝑐)𝛽2 + 𝑝0(𝑏, 𝑎, 𝑐) = 0，

𝑝3(𝑐, 𝑏, 𝑎)𝛾3
2 + 𝑝2(𝑐, 𝑏, 𝑎)𝛾2

1 + 𝑝2(𝑐, 𝑏, 𝑎)𝛾2 + 𝑝0(𝑐, 𝑏, 𝑎) = 0．

通过计算 𝛼1、𝛽1、𝛾1、𝛼2、𝛽2、𝛾2所满足的一元三次方程的判别式可知 𝛼1、𝛽1、𝛾1、𝛼2、𝛽2、𝛾2所满足

的一元三次方程均只有一个实数解，但是计算过程很繁琐，这里就不写详细计算过程了．

当△𝐴𝐵𝐶 是正三角形时得 𝑢 = 𝑎
2，并且正、负 Yff点重合，以下讨论△𝐴𝐵𝐶 非正三角形的情形．由

𝛼1 = 𝑢2

𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏，𝛽1 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏 ，𝛾1 = 𝑢(𝑏 − 𝑢)

𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏，

𝛼2 = (𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏 ，𝛽2 = 𝑢2

𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏，𝛾2 = 𝑢(𝑎 − 𝑢)
𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏，

简单计算可得

𝛼1 − 𝛼2 = 𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)
(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏) ，
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𝛽1 − 𝛽2 = −𝑏(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏)
(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏) ，

𝛾1 − 𝛾2 = −(𝑎 − 𝑏)𝑢(2𝑢2 − (𝑎 + 𝑏)𝑢 + 𝑎𝑏)
(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)，

(𝛼1 − 𝛼2) + (𝛽1 − 𝛽2) + (𝛾1 − 𝛾2) = 0．

当 𝛼1 − 𝛼2 = 0时得 2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2 = 0，此时

(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2) − 𝑓(𝑢) = −(𝑏 − 𝑐)(𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢) = 0，

由此可得 𝑏 = 𝑐，而

(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏) − 𝑓(𝑢) = −(𝑎 − 𝑐)(𝑎 − 𝑢)(𝑏 − 𝑢) ≠ 0，

由此得 (𝛼1 − 𝛼2) ∶ (𝛽1 − 𝛽2) ∶ (𝛾1 − 𝛾2) = 0 ∶ 1 ∶ (−1)．当 𝛼1 − 𝛼2 ≠ 0时，设 𝑥 = 𝛽1 − 𝛽2
𝛼1 − 𝛼2

，由

𝑥 =
−𝑏(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏)

(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)
𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)

(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)

= −𝑏(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏)
𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)

得

𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)𝑥 + 𝑏(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏) = 0，

计算多项式 𝑓(𝑢)及 𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)𝑥 + 𝑏(2𝑢3 − (2𝑎 + 𝑏)𝑢2 + (𝑎2 + 2𝑎𝑏)𝑢 − 𝑎2𝑏)关
于 𝑢的结式，整理得

2𝑎3𝑏3(𝑎(𝑏 − 𝑐)𝑥 − 𝑏(𝑐 − 𝑎))3，

由此可得

𝑎(𝑏 − 𝑐)𝑥 − 𝑏(𝑐 − 𝑎) = 0，

即
𝛽1 − 𝛽2
𝛼1 − 𝛼2

= 𝑥 = 𝑏(𝑐 − 𝑎)
𝑎(𝑏 − 𝑐)，

同理可得
𝛾1 − 𝛾2
𝛼1 − 𝛼2

= 𝑐(𝑎 − 𝑏)
𝑎(𝑏 − 𝑐)，

由此得

(𝛼1 − 𝛼2) ∶ (𝛽1 − 𝛽2) ∶ (𝛾1 − 𝛾2) = 𝑎(𝑏 − 𝑐) ∶ 𝑏(𝑐 − 𝑎) ∶ 𝑐(𝑎 − 𝑏)，

上面的比例式子容易验证对 𝛼1 − 𝛼2 = 0 时仍成立．令 𝛼1 − 𝛼2 = 𝑎(𝑏 − 𝑐)𝑘，𝛽1 − 𝛽2 = 𝑏(𝑐 − 𝑎)𝑘，
𝛾1 − 𝛾2 = 𝑐(𝑎 − 𝑏)𝑘，当 𝑏 ≠ 𝑐时由

𝑎(𝑏 − 𝑐)𝑘 = 𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)
(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)

得

𝑎(𝑏 − 𝑐)(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)𝑘 − 𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2) = 0，

计算多项式 𝑓(𝑢)及 𝑎(𝑏 − 𝑐)(𝑢2 − 𝑎𝑢 + 𝑎𝑏)(𝑢2 − 𝑏𝑢 + 𝑎𝑏)𝑘 − 𝑎(2𝑢3 − (𝑎 + 2𝑏)𝑢2 + (2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑢 − 𝑎𝑏2)关于
𝑢的结式，整理得

𝑏3𝑐3(𝑏 − 𝑐)3((𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)𝑔(𝑘)，
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其中

𝑔(𝑘) = (𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)𝑘3

+ (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐)𝑘2 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2𝑘 + 4，

所以

𝑔(𝑘) = 0， (2)

当 𝑏 = 𝑐时用 𝛽1 − 𝛽2 = 𝑏(𝑐 − 𝑎)𝑘的式子，再利用类似的方法同样得到 (2)，所以无论那种情形 (2)都成
立．设

𝑞1(𝑚) = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 + 𝑐𝑚，

𝑞2(𝑚) = 𝑎𝑚𝑏𝑚𝑐𝑚，

𝑞3(𝑚) = 𝑎𝑚𝑏𝑚 + 𝑎𝑚𝑐𝑚 + 𝑏𝑚𝑐𝑚，

𝑞4(𝑚, 𝑛) = 𝑎𝑚𝑏𝑛 + 𝑎𝑛𝑏𝑚 + 𝑎𝑚𝑐𝑛 + 𝑎𝑛𝑐𝑚 + 𝑏𝑚𝑐𝑛 + 𝑏𝑛𝑐𝑚，

(2)整理成

(𝑘 + (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐)
3(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐))

3

+ 𝑃(𝑘 + (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐)
3(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)) + 𝑄 = 0，

其中

𝑃 = −(𝑞3(2) − 𝑞2(1)𝑞1(1))(𝑞1(4) − 5𝑞4(3, 1) − 3𝑞3(2) + 12𝑞1(1)𝑞1(1))
3(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)2(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)2 ，

𝑄 = 𝑞(𝑎, 𝑏, 𝑐)
27(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)3(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)3，

𝑞(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 2𝑞4(9, 3) − 15𝑞4(8, 4) + 3𝑞4(7, 5) + 94𝑞3(6) − 3𝑞2(1)𝑞4(8, 1) − 9𝑞2(1)𝑞4(7, 2)
+ 267𝑞2(1)𝑞4(6, 3) − 633𝑞2(1)𝑞4(5, 4) + 111𝑞2(2)𝑞1(6) − 594𝑞2(2)𝑞4(5, 1) − 345𝑞2(2)𝑞4(4, 2)
+ 4695𝑞2(2)𝑞3(3) + 4519𝑞2(3)𝑞1(3) − 7152𝑞2(3)𝑞4(2, 1) + 22617𝑞2(4)，

因为

(𝑄
2 )

2
+ (𝑃

3 )
3

= −(𝑞1(3) − 6𝑞4(2, 1) + 33𝑞2(1))2(𝑞4(4, 2) − 6𝑞3(3) − 2𝑞2(1)𝑞1(3) + 8𝑞2(1)𝑞4(2, 1) − 57𝑞2(2))
108(𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)4(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)4 ，

而

𝑞4(4, 2) − 6𝑞3(3) − 2𝑞2(1)𝑞1(3) + 8𝑞2(1)𝑞4(2, 1) − 57𝑞2(2)) = −4𝑄′，

其中

𝑄′ = 𝑡6 + 𝑢6 + 𝑣6 + 5(𝑡4𝑢2 + 𝑡2𝑢4 + 𝑡4𝑣2 + 𝑡2𝑣4 + 𝑢4𝑣2 + 𝑢2𝑣4) + 14(𝑡3𝑢3 + 𝑡3𝑣3 + 𝑢3𝑣3)
+ 14𝑡𝑢𝑣(𝑡3 + 𝑢3 + 𝑣3) + 40𝑡𝑢𝑣(𝑡2𝑢 + 𝑡𝑢2 + 𝑡2𝑣 + 𝑡𝑣2 + 𝑢2𝑣 + 𝑢𝑣2) + 75𝑡2𝑢2𝑣2，

所以

(𝑄
2 )

2
+ (𝑃

3 )
3

< 0，
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即 (2)有且只有一个实数解．
设△𝐴𝐵𝐶 的面积是 𝑆，外心是 𝑂，外接圆半径是 𝑅，内心是 𝐼，内切圆半径是 𝑟，则 𝑂、𝐼 的重心坐

标分别是

(𝑎2(−𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)
16𝑆2 , 𝑏2(𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2)

16𝑆2 , 𝑐2(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2)
16𝑆2 )，

( 𝑎
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 , 𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 , 𝑐
𝑎 + 𝑏 + 𝑐)，

所以
#  »𝐼𝑂 = 𝑡1

#   »𝐴𝐵 + 𝑡2
#   »𝐴𝐶，

其中

𝑡1 = 𝑏(𝑎3 − 𝑎(𝑏2 + 𝑐2) − (𝑎 − 𝑏)2𝑐 + 𝑐3)
16𝑆2 ，𝑡2 = 𝑐(𝑎3 − 𝑎(𝑏2 + 𝑐2) − (𝑎 − 𝑐)2𝑏 + 𝑏3)

16𝑆2 ，

而
#        »𝑈1𝑈2 = −(𝛽1 − 𝛽2) #   »𝐴𝐵 − (𝛾1 − 𝛾2) #   »𝐴𝐶，

由此可得

#  »𝐼𝑂 ⋅ #        »𝑈1𝑈2 = −(𝛽1 − 𝛽2)𝑡1
#   »𝐴𝐵

2
− (𝛾1 − 𝛾2)𝑡2

#   »𝐴𝐶
2

− ((𝛽1 − 𝛽2)𝑡2 + (𝛾1 − 𝛾2)𝑡1) ⋅ #   »𝐴𝐵 ⋅ #   »𝐴𝐶

= −(𝛽1 − 𝛽2)𝑡1𝑐2 − (𝛾1 − 𝛾2)𝑡2𝑏2 − ((𝛽1 − 𝛽2)𝑡2 + (𝛾1 − 𝛾2)𝑡1) ⋅ 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2
= −𝑐(𝑎 − 𝑏)(𝛽1 − 𝛽2) − 𝑏(𝑐 − 𝑎)(𝛾1 − 𝛾2)

2 = 0，

所以 𝐼𝑂 ⟂ 𝑈1𝑈2．又因为

𝑈1𝑈2
2 = −(𝛼1 − 𝛼2)(𝛽1 − 𝛽2)𝑐2 − (𝛼1 − 𝛼2)(𝛾1 − 𝛾2)𝑏2 − (𝛽1 − 𝛽2)(𝛾1 − 𝛾2)𝑏2

= 𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))𝑘2，

而

𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1) = 𝑡2𝑢 + 𝑡𝑢2 + 𝑡2𝑣 + 𝑡𝑣2 + 𝑢2𝑣 + 𝑢𝑣2 − 6𝑡𝑢𝑣
⩾ 6 6√𝑡2𝑢 ⋅ 𝑡𝑢2 ⋅ 𝑡2𝑣 ⋅ 𝑡𝑣2 ⋅ 𝑢2𝑣 ⋅ 𝑢𝑣2 − 6𝑡𝑢𝑣 = 0，

上不等式当且仅当 𝑡 = 𝑢 = 𝑣，即△𝐴𝐵𝐶 是正三角形时取得等号，所以 𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1) > 0．设
𝑈1𝑈2

2 = 𝑥，则
𝑘 = ±√ 𝑥

𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))，

经计算得

𝑔(√ 𝑥
𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1)))𝑔(−√ 𝑥

𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1)))

= 𝑙(𝑥)
𝑞2(1)3(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))3，

其中

𝑙(𝑥) = (𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 − 3𝑎𝑏𝑐)2(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 − 3𝑎𝑏𝑐)2𝑥3

− 𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))𝑙′1𝑥2 + 𝑞2(2)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))2𝑙′2𝑥
− 16𝑞2(3)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))3，
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𝑙′1 = 𝑞4(6, 2) − 4𝑞4(5, 3) − 𝑞3(4) − 2𝑞2(1)𝑞4(4, 1) + 14𝑞2(1)𝑞4(3, 2) − 5𝑞2(2)𝑞1(2) − 12𝑞2(2)𝑞3(1)，
𝑙′2 = 𝑞1(4) − 4𝑞4(3, 1) + 14𝑞3(2) + 20𝑞2(1)𝑞1(1)，

所以

𝑙(𝑥) = 0． (3)

考察方程

𝑔(√ 𝑥
𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))) = 0， (4)

𝑔(−√ 𝑥
𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))) = 0， (5)

因为 𝑔(𝑘) = 0仅有一个实数解，所以当 𝑘 > 0时 (4)有非负数解而 (5)无非负数解，当 𝑘 < 0时 (4)无非
负数解而 (5)有非负数解，当 𝑘 = 0时 (4)及 (5)只有实数解 0，由此可知 (3)仅有一个非负数解．令

𝑦 = (4𝑢𝑆 ⋅ 𝐼𝑂
𝑢3 + 𝑎𝑏𝑐 )

2
，

𝑆、𝐼𝑂用 𝑎、𝑏、𝑐表示，整理得

(𝑢3 + 𝑎𝑏𝑐)2𝑦 − 𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))𝑢 = 0

计算多项式 𝑓(𝑢)及 (𝑢3 + 𝑎𝑏𝑐)2𝑦 − 𝑞2(1)(𝑞1(3) − 𝑞4(2, 1) + 3𝑞2(1))𝑢关于 𝑢的结式，整理得

𝑎2𝑏2𝑐2𝑙(𝑦)，

由此可得

𝑙(𝑦) = 0，

又因为 (3)仅有一个非负数解，所以 𝑥 = 𝑦，即

𝑈1𝑈2 = 4𝑢𝑆 ⋅ 𝐼𝑂
𝑢3 + 𝑎𝑏𝑐．

由此可得：

定理 2. 𝐼𝑂 ⟂ 𝑈1𝑈2，且 𝑈1𝑈2 = 4𝑢𝑆 ⋅ 𝐼𝑂
𝑢3 + 𝑎𝑏𝑐．


