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§1 阶及其应用

1. 求 5 模 21 的阶.
2. 求 18 模 25 的阶.
3. 求 77 模 27 的阶.
4. 求 3 模 104 的阶.
5. 设 n ⩾ 1, 证明:2 模 5n 的阶是 φ(5n) = 4× 5n−1.
6. 设 n > 1, n | (2n + 1), 证明： 3 | n.
7. 设 n > 1, 证明: n ∤ (2n − 1).
8. 设 n 是正整数, 证明: 22n + 1 的任一素因子具有形式 2n+1x+ 1,x 是正整数.
9. 证明: Fermat 数 Fk = 22

k

+ 1(k ⩾ 0) 的任一个约数 ≡ 1 (mod 2k+1).
10. 证明, 对任何整数 k > 0, 都存在正整数 n, 使得 2k | (3n + 5).
11. 证明, 若整数 n > 1, 则 n ∤ (3n − 2n).
12. 设 a 和 m 都是正整数,a > 1. 证明:m | φ(am − 1).
13. 设 p 是奇素数, 证明: 2p − 1 的任一素因子具有形式 2px+ 1,x 是正整数.
14. 设 p 是奇素数, 证明: 2p + 1 的任素因子或者是 3, 或者具有形式 2px+ 1,x 是正整数.
15. 设 a > 1 是整数,p 是奇素数. 证明: ap − 1 的素因子或者整除 a− 1, 或者具有形式 2px+1(x 是正

整数).

由此推出,a
p − 1

a− 1
的素因子或者是 p, 或者具有形式 2px+ 1(x 是正整数).

16. 是否存在 n ∈ N+, 使得 103 | n, 22n+1 ≡ 2 (mod n) 成立? (2010 印度国家队选拔考试)



§2 二次剩余

1. 求证:1, 2, · · · , p− 1

2
中模 p 的二次非剩余的个数为

p−1
2∑

j=1

([
2j2

p

]
− 2

[
j2

p

])
.

2. 求证: 形如 8n+ 1, 8n+ 3, 8n+ 5, 8n+ 7 的素数均有无穷多个.(当然, 不能使用 Dirichlet 定理)

3. 素数 p ≡ 1 (mod 8),正整数 a满足 (
a

p
) = 1.若已知 b满足 (

b

p
) = −1, 求同余方程 x2 ≡ a (mod p)

的解.
4. 设素数 p ⩾ 3,p ∤ a. 若 b, c 为整数, 求证:

p∑
x=1

(
ax2 + bx+ c

p
) =


−(

a

p
) p ∤ b2 − 4ac

(p− 1)(
a

p
) p | b2 − 4ac

5. 已知 p 为素数, 设 g =

p−1∑
a=1

ζap (
a

p
), 其中 ζp 是 p 次本原单位根 (即对任意的 1 ⩽ i < p, 有 ζip ̸= 1).

求证:g2 = (−1)
p−1
2 p

6. 证明: 对任意素数 p, 存在整数 a, b, c, d 使 x4 + 1 ≡ (x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) (mod p).
7. 求证:

(a) 设 p 是奇素数,k 为正整数, 则同余方程 x2 ≡ a (mod pk) 有解的充要条件是 (
a

p
) = 1.

(b) 设 a 为奇数, 则同余方程 x2 ≡ a (mod 2k)(k ⩾ 3) 有解的充要条件 a ≡ 1 (mod 8).

8. 设 m 为正整数, 求证:(2m+1 + 1) | (32
m

+ 1) 的充要条件是 2m+1 + 1 是素数.
9. 求正整数 n 可以表示为 n = x2 + 2y2(x, y ∈ Z) 的充要条件.

10. 给定一个非负整数 n 和一个质数 p ≡ 7 (mod 8), 求证:
p−1∑
k=1

{
k2n

p
+

1

2

}
=

p− 1

2
. (其中 {x} =

x− [x])
11. 定义 a+ b

√
D ≡ 0 (mod p) ⇔ a ≡ b ≡ 0 (mod p), 其中 a, b 为整数, D 为正整数且非完全平方数.

若 (
D

p
) = −1, 求证:(a+

√
Db)p

2−1 ≡ 0, 1 (mod p).

12. 有一个正整数的无穷等差数列, 其中有一项形如 xm, 且有另一项形如 yn. 这里 x, y,m, n 均为正

整数, 且 (m,n) = 1. 求证: 此数列中含有一项形如 zmn(z 为正整数).
(link)

http://tieba.baidu.com/p/2160975942


§3 Gauss 函数 [x] 与 {x}

1. 设 α =

√
5 + 1

2
, 则 [α16] = . (2008 五羊杯数学竞赛 (初三))

2. 计算
[√

2008 +

√
2008 + · · ·+

√
2008

]
的值 (2008 共出现了 2008 次). (2008 年青少年国际城市

邀请赛)

3. 设 S =
1[

(10×11−1)2

10×11

] +
1[

(11×12−1)2

11×12

] + · · ·+ 1[
(49×50−1)2

49×50

] . 则 [30S] =

(A) 1; (B) 2; (C) 3; (D) 0 .
(2002 五羊杯数学竞赛 (初二))

4. 代数式 [ 3
√
1× 2× 3] + [ 3

√
2× 3× 4] + · · ·+ [ 3

√
2000× 2001× 2002] =

(A) 2000000; (B) 2001000; (C) 2002000; (D) 2003001 . (2000 五羊杯数
学竞赛 (初三))

5. 计算
[
23× 1

101

]
+

[
23× 2

101

]
+ · · ·+

[
23× 100

101

]
的值.

6. 方程 6x− 3[x] + 7 = 0 的解是 . (第 21 届希望杯数学邀请赛 (初二))

7. 方程 [2x] + [3x] = 9x− 7

4
的所有实数解为 . (2010 全国初中数学联赛武汉赛区预赛)

8. 设 a 是有理数. 则下面四个结论中, 正确的是
(A) [a] + [−a] = 0;
(B) [a] + [−a] = 0 或 1;
(C) [a] + [−a] ̸= 0;
(D) [a] + [−a] = 0 或 −1 . (第 17 届希望杯数学邀请赛 (初一))

9. 已知 0 < a < 1, 且
[
a+

1

30

]
+

[
a+

2

30

]
+ · · ·+

[
a+

29

30

]
= 18. 则 [10a] 等于 . (2009 年

北京市数学竞赛 (初二))
10. 已知正整数 n 小于 2006, 且

[n
3

]
+
[n
6

]
=

n

2
. 则这样的 n 有 个. (2006 全国初中数学竞

赛)
11. 在一列数 x1, x2, · · · 中, 已知 x1 = 1, 且当 k ⩾ 2 时,

xk = xk−1 + 1− 4

([
k − 1

4

]
−
[
k − 2

4

])
.

则 x2010 =

(A) 1; (B) 2; (C) 3; (D) 4 . (2010 数学周报
杯全国初中数学竞赛)

12. 代数式 [(
√
6 +

√
5)6] = . (2004 五羊杯数学竞赛 (初三))

13. 满足 25{x}+ [x] = 125 的所有实数 x 的和是 . (2007 青少年数学国家城市邀请赛)
14. 在 1000! 的十进制展开中, 末尾有多少个 0?
15. 求证组合数

n!

k!(n− k)!
(k = 0, 1, · · · , n)

是一个整数.
16. 设 n 是任何正整数. 求证: 表达式

(n+ 1)(n+ 2) · · · (2n− 1)2n

能被 2n 整除.
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17. 求证:2n−1 能整除 n! 的充要条件是存在正整数 k 使得 n = 2k−1. (第十七届加拿大数学竞赛试
题,1985)

18. 求证: 二项式系数 Cn
2n 整除 1, 2, 3, · · · , 2n 这些数的最小公倍数, 其中 n 是正整数. (1985 年 IMO

预选题, 保加利亚供题)
19. p 为素数,n 为正整数. 求证

C1
pn , C2

pn , · · · , Cpn−1
pn

都可以被 p 整除.
20. 求证: 对任何实数 x, y 都有

[2x] + [2y] ⩾ [x] + [x+ y] + [y].

21. (a) 求证:[5x] + [5y] ⩾ [3x+ y] + [3y + x], 其中 x, y ⩾ 0.
(b) 求证: 对一切正整数 m,n

(5m)!(5n)!

m!n!(3m+ n)!(3n+m)!

是整数. (第四届美国数学奥林匹克)
22. x 为实数,n 为正整数, 求证

[nx] ⩾ [x]

1
+

[2x]

2
+ · · ·+ [nx]

n
.

23. 求证方程
[x] + [2x] + [4x] + [8x] + [16x] + [32x] = 12345

无实数解. (第十三届加拿大数学竞赛试题,1981)
24. 设 N 为一正整数, 问方程

x2 − [x2] = (x− [x])2

在 [1, N ] 中有多少解?
25. Hermite 恒等式: 对正整数 n 及一切实数 x, 求证:

[x] +

[
x+

1

n

]
+

[
x+

2

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
= [nx].

26. t > 1 是一个整数,x 为一实数. 求证:

∞∑
k=0

([
x+ tk

tk+1

]
+

[
x+ 2tk

tk+1

]
+ · · ·+

[
x+ (t− 1)tk

tk+1

])
=

[x], x ⩾ 0,

[x] + 1, x < 0.

27. 计算和式
502∑
n=0

[
305n

503

]
之值.(首届东北三省数学邀请赛,1986)

28. 对于任意正整数 n, 计算下列和式

∞∑
k=0

[
n+ 2k

2k+1

]
.

29. 设 x ⩾ 0. 求证
[√

[
√
x]

]
=

[√√
x

]
.
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30. 设 n 是大于 2 的任意正整数, 求证[
n(n+ 1)

4n− 2

]
=

[
n+ 1

4

]
.

31. 对任何正整数 n, 求证
[
√
n+

√
n+ 1] = [

√
4n+ 2].

(第八届 Putnam 大学生数学竞赛,1984)
32. 在前 1000 个正整数中, 有多少个可以写成

[2x] + [4x] + [6x] + [8x]

的形式? 其中 x 为实数. (第三届美国数学邀请赛,1985)
33. 在整数数列 [

12

1980

]
,

[
22

1980

]
,

[
32

1980

]
, · · · ,

[
19802

1980

]
中, 包含着多少个互不相等的整数? (苏联列宁格勒中学生数学竞赛,1980)

34. 设 n 为任意固定的正整数. 求证: 数列

1 +
[n
1

]
, 2 +

[n
2

]
, 3 +

[n
3

]
, 4 +

[n
4

]
, · · ·

中的最小值可以表示为 [
√
4n+ 1].

35. 试确定 (
√
2 +

√
3)1980 的小数点前一位数字和后一位数字. (芬兰等欧洲四国数学竞赛,1980)

36. 用 an = [n
√
2], n = 1, 2, 3, · · · 定义一个无穷正整数数列. 求证: 在这个数列中, 有无穷多个项是 2

的整数次幂. (1985 年 IMO 预选题, 罗马尼亚供题)

37. 当 n 是怎样的最小自然数时, 方程
[
10n

x

]
= 1989 有整数解? (第二十三届全苏数学竞赛)

38. 解方程 4x2 − 40[x] + 51 = 0.
39. 解方程 x3 − [x] = 3.(第二十届莫斯科数学竞赛)

40. 试求正整数
[

1093

1031 + 3

]
的末两位数字.

41. 解方程 8[3x]− 5[2x] = 3.
42. 求所有自然数 n, 使得

min
k∈N+

(
k2 +

[ n

k2

])
= 1991.

(1991 年中国数学奥林匹克)
43. 设正实数 a > 1, 自然数 n ⩾ 2, 且方程 [ax] = x 恰有 n 个不同的解. 求 a 的取值范围. (1992 四

川省高中数学竞赛)
44. 求使 [log2 1]+ [log2 2]+ [log2 3]+ · · ·+ [log2 n] = 1994 成立的正整数 n. (1994 年美国数学邀请赛)
45. 对于非负整数 x, 函数 f(x) 定义如下:

f(x) = 0 f(x) = f
([ x

10

])
+

[
lg 10

x− 10
[
x−1
10

]].

f(x) 在 0 ⩽ x ⩽ 1996 中取最大值时,x 的值是多少? (1996 年日本数学奥林匹克)
46. 从 992 到 1992 的整数中, 有多少个是 7 的倍数? 如果 7k | 992 · 993 · · · · · 1992, 求最大的正整数 k.
47. 证明 (n!)(n−1)! 整除 (n!)!.
48. p 是素数,ai ∈ Z, 0 ⩽ a1 < p, i = 1, 2, · · · , k;n = a0 + a1p+ · · ·+ akp

k, 求 p(n!).
49. 求数列 1, 2, 2, 3, 3, 3, · · · , k, k, · · · , k︸ ︷︷ ︸

k个

, · · · 的通项公式.

50. 求和 [
√
1] + [

√
2] + [

√
3] + · · ·+ [

√
n2 − 1].
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51. 求和
1024∑
N=1

[log2 N ].

52. 求函数 y = kx− [kx+ b](k, b 为常数,k ̸= 0) 的值域.

53. 解方程 3x− [x] =
7

3
.

54. 解方程
[
1 + x

2

]
+ [1− 2x] = 0.

55. 解方程 [x2]− [x]− 2 = 0.
56. 解方程 [x] + [2x] + [3x] + [4x] + [5x] = 2001.

57. 若实数 λ 使 {λ}+
{
1

λ

}
= 1, 求证 λ 是无理数.

58. 若 m,n ∈ N+, 证明: (2m)!(2n)!

m!n!(m+ n)!
是一个整数.

59. 求所有的实数 x, 使得
[√

n+ x+
1

2

]
=

[√
n+

1

2

]
对一切正整数 n 都成立.

60. 满足等式 [−1.999n] = [−1.999]n 的正整数 n 有多少个?
61. 解不等式 4{x}[x] < 6x− 9.

62. 若
[
n2

3

]
为质数, 求自然数 n 的值.

63. 若 1× 2× 3× · · · × 2000 = 1001n ·M , 其中 n,M 是正整数, 求 n 的最大值.
64. 若实数 λ 满足 {λ2}+ {λ} = 1. 求证:λ 是无理数.
65. 求证: 不存在实数 x, 使等式:

[x] + [2x] + [3x] + [4x] + [5x] + [6x] = 103

成立.

66. 在 0 ⩽ x ⩽ 2000 时, 求函数 f(x) = [2x] +

[
5

4
x

]
+ [3x] 的值集的元素个数.

67. 求
[

81000

8100 + 2001

]
的个位数字.

68. 若 n ∈ N+, 求证:{
√
2n} >

1

2
√
2n

.

69. 求和:
[
1 +

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

1002001

]
.

70. 求证:m!(n!)m | (mn)!.
71. 利用 Hermite 恒等式, 求和:

(1)
∞∑
k=0

[
n+ 2k

2k+1

]
(2)

∞∑
k=0

([
n+ 3k

3k+1

]
+

[
n+ 2 · 3k

3k+1

])
.

72. 求出所有满足 [x]2 = x · {x} 的实数 x.
73. 设 n 是正整数, 证明 [n

2

]
·
[
n+ 1

2

]
=

[
n2

4

]
.

74. 设 a, b 是任意实数, 那么有

[a]− [b] = [a− b]或[a]− [b] = [a− b] + 1.

75. 试求满足在 n! 中质数 3 共出现 7 次的自然数 n.
76. 设 r =

4

3
, 试证明: 有无穷多个正整数 n 使 [nr] 为质数.



§4 进位制

1. 设 1990 = 2a1+2a2+· · ·+2an ,其中 a1, a2, · · · , an为彼此两两不等的非负整数,求 a1+a2+· · ·+an =?

2. 21997 的十进制表示是个 p 位数, 51997 的十进制表示是个 q 位数, 求 p+ q.
3. 现有 1 克, 2 克, 4 克, 8 克, 16 克的砝码各一个, 问在天平上能称出多少种不同的重量?
4. 假定 1 千克, 2 千克, 4 千克的砝码各一个可以测量从 1 千克到 7 千克的重量, 那么, 需要增加三块

多重的砝码才能测量从 1 千克到 63 千克的全部重量? 为什么?
5. 想办法将别针装成 10 包, 每包数量互不相等, 如果顾客买不超过 1000 枚的任意个数的别针都能在

这 10 包中恰当地选取, 刚好凑成顾客要买的数目, 请你说明, 怎样的装法才能达到目的?
6. 请找出四个砝码, 使它能用一架天平称出 1˜40 克间所有整数克的物体, 并说明理由.
7. 某铅笔厂对生产的铅笔进行包装后送往学校, 现有 448 支铅笔, 每 8 支铅笔装成一小盒, 每 8 小盒

装成一大盒, 共可以装几大盒? 后来又增加了 35 支铅笔, 这时又变成了几小盒, 几大盒?
8. 用 25(k) 表示 k 进制的数, 如果 52(k) 是 25(k) 的两倍, 那么 123(k) 在十进制中表示的数是多少?
9. 证明:210 − 28 + 26 − 24 + 22 − 1 能被 9 整除.
10. 将 1500 只产品分别装 15 箱出厂, 在包装密封完毕后, 发现还有 1 只产品未装入箱内. 请你设计

一种办法, 只须称 4 次, 就可以把少装的 1 箱查出来.
11. 递增数列 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13, · · · 是由一些正整数组成, 它们或是 3 的幂, 或是若个不同的 3 的幂

之和, 求该数列的第 100 项.(第 4 届美国数学邀请赛试题)
12. 设 {an} 是递增正整数数列 1, 7, 8, 49, 50, 56, 57, · · · , 它们或者是 7 的幂或者是若干个 7 的不同幂

之和, 则 a1000 = .(2004 年全国高中数学联赛吉林赛区初赛)
13. 将各位数码不大于 3的全体正整数m按自小到大的顺序排成一个数列 {an},则 a2007 = .

(2007 年全国高中数学联赛江西赛区预赛)
14. 试验室里有 243 瓶试剂, 而其中有一瓶是毒药, 现在有 5 只小白老鼠, 每只老鼠可以喝多瓶毒药,

但毒药的药效需要一天才能发作, 问至少可以用几天一定可以找出那瓶毒药.
15. 现有 1990 堆石头, 块数分别为 1, 2, · · · , 1990, 进行如下操作, 每次可选择任意多堆, 从其中每堆拿

走同样多的石块, 问要把所有石块拿走, 最少要做多少次?
16. 若规定 E = {a1, a2, · · · , a10} 的子集 {ai1 , ai2 , · · · , ain} 为 E 的第 k 个子集, 其中 k = 2i1−1 +

2i2−1 + · · ·+ 2in−1, 则
(1) {a1, a2} 是 E 的第 个子集;
(2) E 的第 211 个子集是 .(2010 湖北文)

17. 用 “十四进制” 表示数时, 满十四进前一位. 若在 “十四进制” 中, 把十四个数码从小到大依次记为
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, J,Q,K, 则在 “十四进制” 中的三位数 JQK 化成 “二进制” 数时应为 ( ) 位数.
(A) 13; (B) 12; (C) 11; (D) 10 .
(2006 温州市高一数学竞赛)

18. 求满足 abc = (a+ b+ c)3 的所有三位数 abc.(1988 年上海市竞赛试题)
19. 一个四位数, 它的个位数字与百位数字相同. 如果将这个四位数的数字顺序颠倒过来 (即个位数

字与千位数字互换, 十位数字与百位数字互换), 所得的新数减去原数, 所得的差为 7812, 求原来的四位
数.(1979 年云南省竞赛题)

20. 1987 可以在 b 进制中写成三位数 xyz, 如果 x+ y + z = 1 + 9 + 8 + 7, 试确定所有可能的 x, y, z

和 b. (1987 年加拿大数学竞赛试题)
21. 设 n 是五位数 (第一个数码不是零),m 是由 n 取消它的中间一个数码后所成的四位数, 试确定一

切 n 使得
n

m
是整数.(第 3 届加拿大数学竞赛试题)

22. 若 n ∈ {1, 2, · · · , 100} 且 n 是其各位数字和的倍数, 这样的 n 有多少个?(2004 年南昌竞赛试题)
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23. 如果一个正整数 n 在三进制下表示的各数字之和可以被 3 整除, 那么我们称 n 为 “好的”, 则前
2005 个 “好的” 正整数之和是多少?(2005 年中国奥林匹克协作体夏令营试题)

24. 记集合 T = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},M = {(a1a2a3a4)(7)|ai ∈ T, i = 1, 2, 3, 4}, 将 M 中的元素按从大到

小的顺序排列, 则第 2008 个数是
(A) 1100(7); (B) 1101(7); (C) 5565(7); (D) 5566(7) .

25. 设有集合 A =
{a1

9
+

a2
92

+
a3
93

+
a4
94

|ai ∈ {0, 1, 2, · · · , 8}, i = 1, 2, 3, 4
}

, 把 A中各数按照从大到小

的顺序排列, 求第 2010 个数.
26. 设 P (x) 是 x 的十进制表示的各位数字之积, 求 P (x) = x2 − 10x− 22 成立的正整数 x.
27. 证明: 对任意自然数 n, 二项式系数 Cm

n (0 ⩽ m ⩽ n) 中, 奇数的个数是 2 的幂. (1990 第 32 届
IMO 备选题)

28. 给定正整数 n, 已知用克数都是正整数的 k 块砝码和一台天平可以称出质量为 1, 2, 3, · · · , n 克的
所有物品.
(1) 求 k 的最小值 f(n);
(2) 当且仅当 n 取什么值时, 上述 f(n) 块砝码的组成方式是唯一确定的? 并证明你的结论.(1999 年联赛)

29. 正整数 n 的 b 进制表示是 777, 求最小的正整数 b, 使得 n 是某一个整数的四次方.
30. 如果非负整数 m 及其各位数字之和均为 6 的倍数, 则称 m 为 “六合数”. 求小于 2012 的非负整数

中 “六合数” 的个数.(2012 东南赛, 陶平生供题)
31. 对于正整数 n, 令 fn = [2n

√
2008] + [2n

√
2009]. 求证: 数列 f1, f2, · · · 中有无穷多个奇数和无穷多

个偶数.([x] 表示不超过 x 的最大整数)(东南赛, 冯祖鸣供题)



§5 存在性问题

1. 求证: 对任意的正整数 k, 都存在无穷多个正整数 n, 使得 n2 + k|n!.
2. 求证: 存在无穷多个正整数 m, 使得 m,m + 1,m + 2 都可以表示成 a2 + b2 的形式, 其中 a, b 都是

正整数.
3. 求证: 存在无穷多个正整数对 (a, b, c), 满足 a, b, c 构成等差数列, 且 ab+ 1,bc+ 1,ca+ 1 都是完全

平方数.
4. 设 a1, a2, · · · , an 是任意实数. 求证: 存在一个实数 x, 使得 x+ a1, x+ a2, · · · , x+ an 都是无理数.

5. 已知 α1, α2, · · · , αn均为有理数,并且有
n∑

i=1

{kαi} <
n

2
对所有的正整数 k成立.试证明:a1, a2, · · · , an

中存在整数.

6. 称一个正整数 k 是” 好的”, 如果至少有一个正整数 m 不能表示成 m =

2k∑
i=1

eiz
k
i 的形式, 其中 zi

为非负整数,ei = ±1, i = 1, 2, · · · , 2k. 求证: 有无穷多个正整数是” 好的”.
7. 已知素数 p 不能整除 ai, bi ∈ {−1, 1},(i = 1, 2, · · · , p − 1). 求证: 存在 b1, b2, · · · , bp−1, 使得

p|a1b1 + a2b2 + · · ·+ ap−1bp−1.
8. 已知数列 {an} 满足:a1 = 1, a2 = 2, an+2 = anan+1 + 1. 求证: 对任意正整数 k, 都存在正整数

m > k, 使得 akk|amm.
9. 一个正整数的集合 C 称为”好集”,是指对任意正整数 k,都存在 a, b ∈ C(a ̸= b),使得 (a+k, b+k) >

1. 求证: 如果一个” 好集”C 的元素之和为 2011, 则存在一个 c ∈ C, 使得集合 C − {c} 仍是一个” 好集”.
10. 求证: 对任意的正整数 k, 存在正整数 m 使得关于 n 的方程 n + S(n) = m 恰有 k 个解.(其中

S(n) 为十进制表示中 n 的各位数字之和)
11. 定义十进制数 alal+1 · · · an 是 a1a2 · · · an 的” 后缀” (1 ⩽ l ⩽ n). 求证: 存在无穷多个正整数 n, 使

得 n 是 2n 的” 后缀”.
12. 已知 p 是正整数, 且 (p, 10) = 1, 求证: 存在一个各位数码为 1 或 3 的 p− 2 位正整数能被 p 整除.
13. 已知 f(x) 为整系数多项式, 且 f(0) = 0, gcd(f(1), f(2), · · · ) = 1. 求证: 存在无穷多个正整数 n,

使得 gcd(f(n)− f(0), f(n+ 1)− f(1), f(n+ 2)− f(2), · · · ) = n.
14. 已知 k 是大于 1 的正整数, 求证: 存在一个正整数 n, 以及 n 个两两不同的大于 1 的正整数

a1, a2, · · · , an, 使得
n∑

i=1

ai 与
n∑

i=1

φ(ai) 都是正整数的 k 次幂. 其中 φ(n) 是 1 到 n 中与 n 互质的数的个

数.
15. 设 X 是由正整数组成的一个有限集,A ⫅ X,A ̸= ∅. 求证: 存在 X 的一个非空子集 B, 使得 A 恰

由 X 中所有能整除 B 中奇数个元素的正整数组成.
(link)

16. 证明对于任意给定的正整数 n, 存在连续 n 个正整数都是合数.
17. 证明存在 1000 个连续正整数使得其中有 17 个质数.
18. 证明存在无穷多个奇数 m 使得 8m + 9m2 是合数.
19. 证明连续四个整数的乘积不是一个完全平方数.
20. 证明存在无穷多个正整数, 使得其中任意多个不同的正整数的和不是平方数.
21. 证明存在无穷多个正整数 n 使得 n|2n + 1.
22. 证明存在无穷多个正整数 n 使得 n|2n + 2. (link)
23. 证明任意正整数 n 均可表示成 a− b 的形式, 其中 a 和 b 均是整数并且素因子个数相同.
24. 证明不定方程 x!y! = z! 有无穷多组正整数解 (x, y, z).

http://tieba.baidu.com/p/2159348728
http://tieba.baidu.com/p/1761301460


10 §5 存在性问题

25. 证明对于每个正整数 n 均存在 n 个不同的正整数使得任取其中两个数 a,b 均有 (a− b)|(a+ b).
(link)

26. 已知 a 为正有理数, 证明: 存在无穷多个正整数 n, 使得
√
n+ a 为有理数. (link)

27. 证明: 形如 2pn+ 1 的素数有无限多个. (link)
28. 证明: 存在无穷多个形如 4n− 1 的质数. (link)
29. 已知 a, b 互素且 a 为正数, 求证有无穷多个形如 an+ b 的素数存在. (link)
30. 求证: 存在无穷多个正整数, 使得数 n2 + 1 没有形如 k2 + 1 的正约数, 这里 k 是小于 n 的正整数.

(link)
31. 证明: 存在无穷多个正整数 n 使得 n5 + (n+ 1)4 为合数. (link)
32. 对任意 n ⩾ 2, 证明: 存在 n 个连续正整数, 使它们都不是 pq 的形式. 这里 p 是质数,p 是大于 1

的正整数.
33. 对任意 n ⩾ 2, 证明: 存在 n 个不同正整数 a1, a2, · · · , an, 使得

(ai − aj) | (ai + aj)(i ̸= j, i, j = 1, 2, · · · , n)

34. 证明: 可把正整数集 N+ 分拆成两个子集 A,B, 使得 A 中任 3 个数都不成等差数列, 而且不存在
由 B 中无穷多个数构成的等差数列.

35. 对任意正整数 n ⩾ 2, 证明: 可以从集合 Mn =

{
1, 2, 3, · · · , 3

n + 1

2

}
中取出 2n 个数, 使其中任 3

个数不成等差数列.
36. 证明: 可以用 4 种颜色对正整数 1, 2, · · · , 2000 染色, 使它不含有由 7 个同色数组成的等差数列.
37. 设 S = {x|x ⩾ 0,其 4 进制表示中只含0, 1},x 是不属于 S 的任意非负实数. 求证: 存在 y ∈ S, 使

x+ y

2
∈ S.

38. 证明: 存在两个严格递增数列 {an} 及 {bn}, 使 an(an + 1) | (b2n + 1)(n = 1, 2, · · · ).
39. 证明:{2n − 3}(n = 2, 3, · · · ) 中存在无穷子数列, 使其中的项两两互质.
40. 对任意正整数 n ⩾ 2, 证明: 存在 n 个不同自然数 a1, a2, · · · , an 使满足 (ai + aj) | a1a2 · · · an(i ̸=

j, i, j = 1, 2, · · · , n).
41. 对任意正整数 n ⩾ 2, 证明: 平面直角坐标系中存在 n 个点, 它们中任意 3 点不共线,

且任意 k(k = 1, 2, · · · , n) 个点的重心为整点 (注:k 个点 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xk, yk) 的重心为点(
x1 + x2 + · · ·+ xk

k
,
y1 + y2 + · · ·+ yk

k

)
).

42. 证明: 对任意质数 p, 存在无穷多个正整数 n, 使得 p | 2n − n.
43. 证明: 存在无穷多个正整数 n, 使得 n | 2n + 1.

44. 对任意正整数 n, 证明: 存在 n + 1 个正整数 k0, k1, · · · , kn, 使对每个满足 −3n+1 − 1

2
⩽ a ⩽

3n+1 − 1

2
的整数 a, 可惟一地表示成

a = a0k0 + a1k1 + · · ·+ ankn.

这里 ai ∈ {−1, 0, 1}(i = 0, 1, · · · , n).
45. 是否存在 1000000 个相继整数, 使得每一个都含有重复的素因子, 即都被某个素数的平方整除.

(第 15 届 Putnam 数学竞赛)
46. 求证: 对任何正整数 n, 存在 n 个相继的正整数, 它们都不是素数的正整数幂. (第 30 届 IMO 试

题)
47. 是否存在 21 个相继正整数, 其中每一个数均至少可被一个不小于 2 不大于 13 的素数整除? (第

15 届美国数学奥林匹克)

http://tieba.baidu.com/p/1883087000
http://tieba.baidu.com/p/2132447476
http://tieba.baidu.com/p/1314006139
http://tieba.baidu.com/p/2135981293
http://tieba.baidu.com/p/1933635308
http://tieba.baidu.com/p/1830799275
http://tieba.baidu.com/p/1760073989
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48. 设 f(n) ∈ N 是使

f(n)∑
k=1

k 能被 n 整除的最小数. 证明: 当且仅当 n = 2m(m 为非负整数)

时,f(n) = 2n− 1.(1976 美国纽约数学奥林匹克)
49. 能否找到含有 1990 个自然数的集合 S, 使

(1)S 中任意两数互素;
(2)S 中任意 k(⩾ 2) 个数的和是合数.(1990 中国国家集训队模拟考试)

50. 证明存在无限多个自然数 a 有如下性质: 对任何正整数 n,z = nk + a 都不是质数.
51. 已知 n 是确定的正整数,r = f(k) 是满足 1 ⩽ r ⩽ n 的整数 r 与满足 1 ⩽ k ⩽ n 的整数 k 对应的

函数, 且当 k1 < k2 时恒有 f(k1) ⩽ f(k2). 证明: 存在整数 m(1 ⩽ m ⩽ n), 使 f(m) = m 恒成立.
52. 假设 a, b, c, d 和 m 是这样的整数:am3 + bm2 + cm+ d 能被 5 整除, 且数 d 不能被 5 整除. 证明:

总存在整数 n, 使得 dn3 + cn2 + bn+ a 也能被 5 整除.
53. 试证两相继正整数平方之间不存在四个正整数 a < b < c < d, 使得 ad = bc.
54. 将 1, 2, · · · , n 的全排列之每一种排列看成一个自然数 (这里均指在十进制中). 证明: 当 n ⩾ 2 时,

用上述方法构成的自然数中至少有一个是 7 的倍数.
55. 设 n ⩾ 4 是整数 a1, a2, · · · , an ∈ (0, 2n) 是 n 个不同的整数. 证明: 集合 {a1, a2, · · · , an} 存在一

个子集, 其元素之和能被 2n 整除.
56. 非常数的正整数无穷数列 {an} 满足递推关系 an+1 = 2an + 1 或 2an − 1, n = 1, 2, · · · . 求证: 数

列 {an} 中至少有一项为合数.
57. 记 Ik = 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸

k个

. 求证: 存在无穷多个正整数 n, 使 I1, I2, · · · , In 除以 n 给出互不相同的余数.

58. 证明: 对任何整数 n > 12, 存在一个边为整数而面积在 n 与 2n 之间的直角三角形.
59. 若 A 与 B 是三位正整数,A ∗ B 表示 A 和 B 连写而成的六位正整数, 试求出所有的 A 和 B, 使

得 A,B,B −A,A ∗B 和 A ∗B
B

都是完全平方数.

60. 是否存在整数 k, 使映射

(x, y) → x2 + kxy + y2, x, y ∈ Z

的象集是自然数集 N?
61. 证明存在无穷多个正整数 n 满足: 对 n2 + 3 的每一个质因子 p, 都可以找到一个正整数 k, 使

k2 < n, 并且 p | k2 + 3.
62. 除了 (x, y, z) = (n, n, n) 之外, 不定方程 (x+ y + z)3 = 9(x2y + y2z + z2x) 还存在其它整数解吗?

wwgh

http://blog.sina.com.cn/s/blog_b9a401a40101asr2.html
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