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2023 年 4 月 5 日

下面讨论这个问题：如图 1，若给定△𝐴𝐵𝐶，𝐵𝐶 = 𝑎，𝐶𝐴 = 𝑏，𝐴𝐵 = 𝑐，𝑝是半周长，𝑆 是面积，
外心、内心分别是点 𝑂、𝐼，外接圆半径是 𝑅，内切圆半径是 𝑟，分别以点 𝐵、𝐶 为焦点、以点 𝐶、𝐴为焦
点、以点 𝐴、𝐵为焦点的三个椭圆相交于同一点，这三个椭圆是相似的，确定这三个椭圆的离心率以及交
点的位置．
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设三椭圆的离心率是 𝑒，交点是 𝑃，则
𝑎

𝑃𝐵 + 𝑃𝐶 = 𝑏
𝑃𝐶 + 𝑃𝐴 = 𝑐

𝑃𝐴 + 𝑃𝐵 = 𝑒，

解这个方程组得

𝑃𝐴 = 𝑝 − 𝑎
𝑒 ，𝑃 𝐵 = 𝑝 − 𝑏

𝑒 ，𝑃𝐶 = 𝑝 − 𝑐
𝑒 ．

因为

(𝑎 ⋅ 𝑃𝐴)2 ⋅ (−𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑃𝐴2 + 𝑃𝐵2 + 𝑃𝐶2) + (𝑏 ⋅ 𝑃𝐵)2 ⋅ (𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑃𝐴2 − 𝑃𝐵2 + 𝑃𝐶2)
+ (𝑐 ⋅ 𝑃𝐶)2 ⋅ (𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑃𝐴2 − 𝑃𝐵2 − 𝑃𝐶2)

= (𝑎𝑏𝑐)2 + (𝑎 ⋅ 𝑃𝐵 ⋅ 𝑃𝐶)2 + (𝑏 ⋅ 𝑃𝐶 ⋅ 𝑃𝐴)2 + (𝑐 ⋅ 𝑃𝐴 ⋅ 𝑃𝐵)2，

把求得的 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 带 𝑒的表达式代入上式整理得

𝑅2𝑒4 − (2𝑅2 − 2𝑅𝑟 − 𝑟2)𝑒2 + 𝑅(𝑅 − 2𝑟) = 0，

令 𝑘 = 𝑟
𝑅，则

𝑒 =
√√√
⎷

1 − 𝑘 − 𝑘2

2 ± √(1 − 𝑘 − 𝑘2

2 )
2

− 1 + 2𝑘，

再代回 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 带 𝑒的表达式便可求得 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶，一般情况下所求的点 𝑃 有两个点，如图 1
中的点 𝑃1、𝑃2．再由四点六长度确定的重心坐标可得点 𝑃 关于△𝐴𝐵𝐶 的重心坐标是

(𝑎(2(𝑏 + 𝑐)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐴))
8𝑆2𝑒2 , 𝑏(2(𝑐 + 𝑎)(𝑝 − 𝑐)(𝑝 − 𝑎) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐵))

8𝑆2𝑒2 ,

𝑐(2(𝑎 + 𝑏)(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐶))
8𝑆2𝑒2 )．

若 𝑂𝑃 ∶ 𝑃𝐼 = 𝜆1 ∶ 𝜆2，𝜆1 + 𝜆2 = 1，则

𝜆1{ 𝑎
2𝑝 , 𝑏

2𝑝 , 𝑐
2𝑝} + (1 − 𝜆1){𝑎2𝑏𝑐 cos𝐴

8𝑆2 , 𝑎𝑏2𝑐 cos𝐵
8𝑆2 , 𝑎𝑏𝑐2 cos𝐶

8𝑆2 }

= {𝑎(2(𝑏 + 𝑐)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐴))
8𝑆2𝑒2 , 𝑏(2(𝑐 + 𝑎)(𝑝 − 𝑐)(𝑝 − 𝑎) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐵))

8𝑆2𝑒2 ,

𝑐(2(𝑎 + 𝑏)(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐶))
8𝑆2𝑒2 }，

解方程组

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

𝜆1
𝑎
2𝑝 + (1 − 𝜆1)𝑎2𝑏𝑐 cos𝐴

8𝑆2 = 𝑎(2(𝑏 + 𝑐)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐴))
8𝑆2𝑒2 ，

𝜆1
𝑏

2𝑝 + (1 − 𝜆1)𝑎𝑏2𝑐 cos𝐵
8𝑆2 = 𝑏(2(𝑐 + 𝑎)(𝑝 − 𝑐)(𝑝 − 𝑎) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐵))

8𝑆2𝑒2 ，

𝜆1
𝑐

2𝑝 + (1 − 𝜆1)𝑎𝑏𝑐2 cos𝐶
8𝑆2 = 𝑐(2(𝑎 + 𝑏)(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏) − 𝑎𝑏𝑐(1 − 𝑒2 cos𝐶))

8𝑆2𝑒2 ，

得

𝜆1 = 1
𝑒2，

所以点 𝑂、𝐼、𝑃 共线且
𝑂𝐼
𝑂𝑃 = 𝑒2．
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设点 𝑃1、𝑃2所对应的离心率分别是 𝑒1、𝑒2，由重心坐标确定两点的距离公式可得

𝑃1𝑃2 =
√√√
⎷

(𝑒2
1 − 𝑒2

2)2

(𝑒2
1𝑒2

2)2 𝑅(𝑅 − 2𝑟)，

因为

𝑒2
1 + 𝑒2

2 = 2𝑅2 − 2𝑅𝑟 − 𝑟2

𝑅2 ，𝑒2
1𝑒2

2 = 𝑅 − 2𝑟
𝑅 ，(𝑒2

1 − 𝑒2
2)2 = (𝑒2

1 + 𝑒2
2)2 − 4𝑒2

1𝑒2
2，

所以

𝑃1𝑃2 = √(2𝑅2 − 2𝑅𝑟 − 𝑟2)2

𝑅(𝑅 − 2𝑟) − 4𝑅2．
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