
引理 1. 以点 (x1, y1)、(x2, y2)为焦点，2a为定长的椭圆的方程是
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引理 1的证明只需要利用椭圆的定义对方程平方展开整理即可，这里就不写具体的推导了。

引理 2. 两个仅有一个公共焦点的椭圆最多只有两个公共点。

证明 设两个椭圆有公共焦点 O；第一个椭圆的离心率是 e1，O与其对应的准线距离是 p1，另一个焦点是

F1；第二个椭圆的离心率是 e2，O与其对应的准线距离是 p2，另一个焦点是 F2；∠F1OF2 = α。以 O为极点，

OF1 为极轴，正方向是有向线段 OF1 的方向，不妨设有向线段 OF1 绕点 O旋转 α后与有向线段 OF2 的正方

向重合，则两个椭圆的极坐标方程分别是
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在区间 [0, 2π)内这个方程最多只有两个解，所以第一个椭圆和第二个椭圆最多只有两个公共点。

引理 3. 设第一个椭圆的焦点分别是 (x0, y0)、(x1, y1)，定长是 2a1；第二个椭圆的焦点分别是 (x0, y0)、

(x2, y2)，定长是 2a2；若这两个椭圆有公共点，则公共弦的方程是
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证明 由引理 1得，第一个椭圆的方程是
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第二个椭圆的方程是

f2 (x, y) = 4
Ä
4a22 − (x0 − x2)

2
ä
x2 − 8 (x0 − x2) (y0 − y2)xy + 4

Ä
4a22 − (y0 − y2)

2
ä
y2

− 4
(
4a22 (x0 + x2)− (x0 − x2)

(
x2
0 − x2

2 + y20 − y22
))

x

− 4
(
4a22 (y0 + y2)− (y0 − y2)

(
x2
0 − x2

2 + y20 − y22
))

y

− 16a42 + 8a22
(
x2
0 + x2

2 + y20 + y22
)
−

(
x2
0 − x2

2 + y20 − y22
)2

= 0。

因为

a22f1 (x, y)− a21f2 (x, y) = l1 (x, y) l2 (x, y)，
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其中
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方程组  f1 (x, y) = 0，

l2 (x, y) = 0，

消去 y后计算关于 x的一元二次方程的判别式的值是
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由椭圆的定义立即得

4a21 − (x0 − x1)
2 − (y0 − y1)

2
> 0，4a22 − (x0 − x2)

2 − (y0 − y2)
2
> 0，

设两个椭圆有一公共点 P，点 F0 坐标是 (x0, y0)，点 F1 坐标是 (x1, y1)，点 F2 坐标是 (x2, y2)，则

2 |a1 − a2| = |(PF0 + PF1)− (PF0 + PF2)| = |PF1 − PF2| ⩽ F1F2，

所以
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即方程组方程组  f1 (x, y) = 0，

l2 (x, y) = 0，

有实数解，设解是 P1 (x
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两椭圆的两个公共点，由引理 2知两椭圆最多只有两个公共点，所以所求两椭圆的公共弦的方程就是
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若这两个椭圆内切，则此时公共弦就是两个椭圆的公切线。

定理 1. 以不共线的三点其中两个点为焦点的三个椭圆两两有公共点，则三椭圆两两形成的三条公共弦
（若两个椭圆内切，则此时公共弦就是两个椭圆的公切线。）共点。

证明 设点 A、B、C 的坐标分别是 (x1, y1)、(x2, y2)、(x3, y3)，以点 B、C 为焦点的椭圆的定长是 2a1，

以点 C、A为焦点的椭圆的定长是 2a2，以点 A、B为焦点的椭圆的定长是 2a3，由引理 3得三个椭圆两两的公
共弦方程分别是
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由前两条直线方程求得交点是 (
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其中
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由于点 A、B、C 不共线，所以 t ̸= 0，经过验证该点也满足第三条直线的方程，即这三条直线共点。
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