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１ 知识介绍

１ ． １ 等 角 线及其性质

给定一个角ＺＡＯｆｉ
，

ｏｒ 是其角平分线 ，

过点 〇 作两条关于 ｏ ｒ 对称 的直线 ｏｚ 和

ＯＦ
， 则称 ＯＦ 是 ０Ｚ 关于 的等角线 ．

性质 １ 如 图 １
， 自 的顶点 ０ 引

两条直线 ０Ｃ
、
０Ｄ

，

Ｐ 是直线 ０Ｃ 上一点 ，过 Ｐ

作 直 线 ０４
、
０５

的垂线 ， 垂 足分

别为 ＭＪＶ ，则 ０Ｃ
、

０￡＞

是 
Ｚ的

两条等角线的充

分 必 要 条 件 是

ＯＤ＿Ｌ ＭＮ． 图 １

证明 设直线 ０／） 与 交于点 Ｋ

因为 ＰＭ 丄 ０Ｍ
，

／Ｗ 丄 ＣＷ
，所以 ，

０
、
Ｍ

、

Ｐ ＪＶ 四点共圆 ．

因此 ，
Ｚ 〇Ａ＾

＝
Ｚ 〇ＰＭ ．

又 ＰＭ 丄 ０Ｍ
， 于是 ，

０Ｃ
、
０Ｄ 是Ｚ４０６ 的两条等角线

Ｚ
Ｋ０Ｎ＝

ｚＭＯＰ

＾
Ａ

〇ＫＮＡ
〇ＭＰ

＜^ ＞ＺＮＫＯ＝ＺＰＭＯ

ｇＺＮＫ０＝ ９０
°

ｅＯＫ
Ａ＿ ＭＮｅ０Ｄ１ ＭＮ．
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０

性质 ２如 图 ２
，

设 是△灿Ｃ 的

边 ｆｉＣ 上 两 点 ， 则

Ｚ Ｚ 似 匸 的

充 分 必 要 条 件 是

ＡＢ
２

ＢＤ ． ＢＥ

Ｊｅ
＝

ＣＥ － ＣＤ

？

Ａ

图 ２

证 明 如图 ３
， 作△从也 的外接圆 ，分别

交仙 、
此 于点 Ｆ

、
Ｃ

，联结 ＦＣ ．

Ａ

由Ｚ＝ＺＣ４五 《５？ ＝ 冗

ＤＥ／／ＢＣ
ＡＢＢＦ

ＡＣ

＝

ＣＧ

ＡＢ
２

ＢＦ － ＢＡＢＤ － ＢＥ
＾

ＡＣ
１
＾

ＣＧ － ＣＡ

＝

ＣＥ － ＣＤ

？

亦可以利用面积法和正弦定理证明 ．

性质 ３Ａ ４ＳＣ 中 和 仙
ｉ 是幺 乂

的等角线 ， 和 ５ （＾ 是久 ８ 的等角线 ，

Ｃ、

和 Ｃ＆ 是２ （： 的等角线 ， 则 交

于一点或互相平行．

证明 如 图 ４
，设 、

石仏 、
ＣＣ

， 分别与

ｄ仙 交于点 Ｚ）
、
￡

、
Ｆ

， 且设义 應 ，

＝

ＺＣＡＢ
＇
— ｃ／

１
／ ＡＢＣ

ｌ
—ＣＢＡ

Ｘ
＝

／
３

，
Ｚ＾ＢＣＡ

ｌ
＝
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ＡＢ ＊ＢＡ
ｘ

ｓ ｉｎ
（
Ｂ＋

ｆ
３ ）

ＣＡ 

＊Ａ
Ｘ 

Ｃｓ ｉｎ
（
Ｃ＋

ｙ ）

ＡＢｓ ｉｎ
ｙ

？

ｓ ｉｎ
（

Ｊ？＋月 ）

Ｃ４ ｓ ｉｎ
 ＾

Ｓ
＇

ｓ ｉｎ
（ 
Ｃ ＋

ｙ ）

ｙ
－ Ｍ ｔ Ｘ

ｆ

ＵＣＥＢＣｓ ｉｎａ
－

ｓｍ
（
Ｃ＋ ｙ ）

，

ＥＡＡＳｓ ｉｎ
■

ｙ
＊

ｓ ｉｎ
（
ｙｌ＋ａ ）

ＡＦ
＿
Ｃ４ ｓ ｉｎ

 ；

６
，

ｓ ｉｎ
（

ｖ４＋〇 ： ）

ＦＢＡ６ｓ ｉｎａ
－

ｓ ｉｎ
（
ｆｉ＋

／
３ ）

以上三式相乘得

ＢＤＣＥＡＦ

ｄｃ

＇

ｅａ

＇

ｆｂ

由塞瓦定理可知 交于一点

或互相平行 ．

１ ． ２ 等 角 线 的几个判定方法

命题 １ 从三角形的 同一顶点引 出 的三

角形的高与外接圆的直径是该顶角 的两条等

角线 ．

此命题是性质 １ 的特殊情况 ， 另 由性质 １

可得在 中 ，外心为 〇
，垂心为 ／／

， 则 ４〇
、

互为等角线 ．

由命题 １
，可以通过构造三角形来求已知

直线 的等角 线 ． 若给定Ｚｍ ｅ 与任意直线

仙
，要求 关于Ｚ 似 ｃ 的等角线 ， 可以构造

这样一个三角形 为任意两边 ，

４／） 为Ａ

Ａ５Ｃ 的高 ，作△仙Ｃ 的外接圆 ？ 那么过点 ４ 的

直径Ｍ 就是仙 关于Ｚ的等角线 ．

命题 ２在 四边形 ＡｆｉＣＺ） 中 ， 若对角 线

平分ｚＡ４／）
， 在 ＣＺ＞ 上任取一点 与

交于点 交 ５Ｃ 于点 Ｇ ？ 则 ／ｌＥｄＧ 是

关于 的等角线 ．

证明 如图 ５
，设 ４Ｃ 与 ｆｉＤ 交于点 ／／．

Ａ

图 ５

对Ａ
ＢＣＤ 和点 Ｆ

，运用塞瓦定理有

ＣＧ
ｍ

ＢＨ
＾

ＤＥ
＿

，

ｇｂ

＇

ｈｄ

＇

ｅｃ

＝
＇

在Ａ ＡＲＤ 中 ， 由 角平分线性质定理有

ＢＨＡＢ

ＨＤ
＝

ＡＤ

＇

Ｕ＾ ，

ＧＢＡＤＥＣ

￣

 ＇

延长 仙 ， 使得 狀
＇

＝ 似． 联结 ５
＇

Ｃ
， 在

Ｆ Ｃ 上取一点 Ｃ
，使得 ＣＧ

＇

＝
ＣＣ ．

Ｍ Ｂ
＇

Ｇ
＇

＝ ＢＧ．

ＣＧ
＇

． Ｂ
＇

Ａ ＊ ＤＥ

＿

ＣＧＢＡＤＥ
＝

ｇ
＇

ｂ
＇

－ａｄ － ｅｃ

＝

ｇｂ

＇

ａｄ

＇

ｅｃ

＝

由梅涅劳斯定理知 Ｃ
＇

、
４

、
Ｅ 三点共线 ，

即点 Ｃ在直线从 上 ．

贝 丨

ＪＺＧ４Ｃ
＝

ｚｄ Ｃ
＝

Ｚ胤．

因此 和狀 是关于Ｚ的等角线 ．

由命题 ２ 可以通过构造 四边形来求任一

直线 的等角 线 ． 若给定ＺＡ４Ｚ） 和 任意直线

可 以先作出 的平分线 ４Ｃ
， 然后构

造这 样 一 个 四 边 形 为 边 ，

４Ｃ 为

Ｚ 似乃 的平分线 ，

五 在 ＣＺ） 上 ， 与 ４ Ｃ 交于

点 Ｆ
，射线 交 ６Ｃ 于点 Ｃ ． 那么 ， 就是

关于ＺＷＺ） 的等角线．

推论 在Ａ ｄｆｉＣ 中 ，

４／） 丄 ５ ＜：
，

〇 为 ａｄ

上任意一点 ，

ｆｉＯ 的延长线交 于点 Ｉ ＣＯ
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的延长线交 ４５ 于点 Ｆ
， 则Ｚ 位Ｍ＝Ｚ／１￡＞尺

易知推论为命题 ２ 的
一种特殊情况 ．

命题 ３设 财
、
＃ 是厶 ／＾ （： 内两点 ， 若

ＺＭＡＢ＝
ｚＮＡＣ

，
Ｚ ＭＢＡ＝Ｚ＾ＶｆｉＣ

， ＵＪ

ｌ

Ｊ

ＺＭＣＡ＝ＺＮＣＢ ．

换句话说 ，若 ＡＭ
、
Ａ／Ｖ 为Ｚ：４ 的等角线 ，

且 ｆｉＭｊ ／Ｖ 为ＺＳ 的等角 线 ， 则 ＣＭ
、
Ｃ７Ｖ 为

ＺＣ 的等角线 ．

证明 如 图 ６
， 作Ｚ５ （：尺 ＝ Ｚ

交 ５／Ｖ 的延长线于点 Ｋ

因为ＺＳＭ４＞ＺＳＣ人所 以 ， 点 尺 必在

Ａ仙Ｃ 的外部 ．

由 
ＺＭＢＡ＝

ＺＣＢＫ
’
Ｚ

ＢＣＫ
＝

ＺＢＭＡ

＝＞
Ａ ＡＢＭ ｃ＾／＼ ＫＢＣ

ＢＡＢＭ
＾

ＢＫ
＝

ＢＣ
＇

结合Ｚ＝
Ｚ：Ｍ５Ｃ得

／＼ ＡＢＫ＾／＼ ＭＢＣ

＝？ＺＡＫＢ＝ＺＭＣＢ ．

又Ｚ
Ｍ４ｆｉ＝

Ｚ５尺Ｃ
， 
ＺＭ４５＝

 ＿ＺＧ４７Ｖ
，则

ＺＢＫＣ＝
ＺＮＫＣ

＝
ＺＣＡＮ

４４
、
ｋ

、
ｃ

、
／ｖ 四点共圆

Ｚ
ＡＫＮ＝

ｚＡＣＮ．

从而 ，
Ｚ ＭＣｆｉ＝

Ｚ ＡＣ７Ｖ．

因此 ，
Ｚ ＭＣ４＝ Ｚ Ｍ：Ｂ ．

【 注 】
Ｍ ＪＶ 常常被称为Ａ ４ＳＣ 的等角共

轭点 ．

命题 ４在Ａ ／１５Ｃ 中 ，

／ＩＭ 为 中 线 ， 且

Ｚ
４册 ＝ ＺＭ４ｆｉ

，ＺＭ４Ｃ＝ＺＡＣｉＶ
， 贝

丨

Ｊ傭

和 ＡＶ 为Ｚ ＭＣ 的等角线 ．

证明 如图 ７ ．

ＡＢ ＇ＡＭｓ ｉｎＸＭＡＢ
＝

ＡＣ －ＡＭ

＇

ｓｉｎＺＭＡＣ

ＡＢｓｉｎＡ
ＭＡＢ

＝

ＡＣ

＇

ｓ ｉｎＺ ＭＡＣ
＇

所以 ，

ＡＣ

ＡＢ

ｓ ｉｎＺ
ＡＢＮ

ｓ ｉｎＺ
ＡＣＮ

①

ＡＮｓ ｉｎＺＡＢＮ
乂
Ｚ＾

＝

ｓ ｉｎＺ ４—
，

ＡＣ
＿

ｓ ｉｎＸＣＮＡ

ＡＮ

＝

ｓ ｉｎＺＡＣＮ
＇

故
ＡＣ

＿
ｓ ｉｎＸＡＢＮｓ ｉｎＸＣＮＡ⑨５又ＡＳ

＝

ｓ ｉｎＺＡＣＮ

＇

ｓｉｎＺＡＮＢ

．Ｕ

由式① 、②知

ｓ ｉｎＺＣＮＡ＝ｓ ｉｎＡ
ＡＮＢ

，

即Ｚ（：规 ＝ Ｚ
４ ／Ｖ５ 或

ＺＣＮＡ＝１ ８０
°
－ Ｚ

ＡＮＢ ．

（
１

） 当ＺＣ顺 ＝ １ ８０
。
－

Ｚ
ＡＶｆｉ

时 ，

５
、
ｉＶ

、

Ｃ 三点共线 ， 矛盾．

（
２

） 当 
ｚｃ〗ｖａ＝ｚａ ｙｖｆｉ时 ，在 Ａ

４■ 与

Ａ眞 中 ， 有

ＺＮＢＡ＋ｚＢＡＮ
＝

ｚＮＡＣ＋ＺＡＣＮ．

因为Ｚ 
／ｉｆｉ／Ｖ＝

Ｚ ，
Ｚ
Ｍ４Ｃ

＝
Ｚ

ＡＣ／Ｖ
，

所以 ，

ＺＢＡＭ＋ｚＢＡＮ
＝

ｚＮＡＣ＋ＺＭＡＣ
，

即２ＺＳ４Ｍ ＋
ＺＭＷ 

＝ ２ＺＭＣ ＋
ＺＭ４ｉＶ＿

从而 ，
ＺＢＡＭ＝ＺＷ：

， 即 和 为

Ｚ Ａ４Ｃ 的等角线 ．

中线的等角线又常被称为
“

陪位中线

等角线中还有很多有趣的性质 ， 本文就

不一一列举了 ， 利用等角线的性质可 以简捷
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地处理一些竞赛中 的平面几何问题．

２ 应用举例

２ ． １ 证 明 平 面几何 中 垂直 问题

例 １ 设 〇 是Ａ Ａ５Ｃ 的外心，是Ａ 
５０Ｃ

的外心 ， 直线 分别交Ａ ５０Ｃ 的外接

圆于另一点 Ｍ
、
Ｗ

，

Ｌ 是点 尺 关于直线 ＭＶ 的

对称点 ？ 证明 ：
从 丄

（ 第 ２６ 届俄罗斯数学奥林匹克 ）

证明 如图 ８ ．

Ａ

由 
ＺＯＭ４＝

ＺＯＣＢ＝９０
°
－Ｚ似 Ｃ

Ｚ〇舰＋Ｚ似 ｉＶ
＝

９０
。

４ 册 丄歲

类似地 ，
丄

这说明 〇 为Ａ ＾ＭｉＶ 的垂心．

于是 ，Ａ
ＯＭ７Ｖ 的外接 圆与Ａ ４Ｍ／Ｖ 的外

接圆是等圆 ， 它们关于直线 Ｍ／Ｖ 对称 ．

由 于 尺 是Ａ〇Ｍ；Ｖ 的 外心 ， 从而 ，

Ｚ 是

Ａ ＡＭＶ 的外心． 故 ／ＩＬ 与 ４ ０ 是ｚＡ４Ｃ 的两

条等 角 线 ， 但 〇 是Ａ ／１ＳＣ 的 外 心 ， 因 此 ，

ＡＬ丄ｆｉＣ ．

例 ２ 设 ／
＾

是外心为 ０ 的锐角Ａ ４ＢＣ

的外接圆的弧＆ （ 不含点 ４
） 上任意一点 ，

＜

？ 、

尺 两 点 分 别 在 仙 、
仏 上

，
且 Ｚ （

？
洲 ＝

Ｚ
也：０

，
ＺＣＰ／？＝Ｚ：ＯＡ４ ． 证 明 ： Ｚ＝

Ｚ Ｐ〇Ｃ
，
Ｚ ＱＲＰ＝ Ｚ ＢＯＰ ．

（第 ４ １ 届罗马尼亚数学奥林匹克 ）

证明 如 图 ９
， 设直线 分别交

Ａ仙Ｃ 的外接圆于点

Ａ

ｍ为 
ＺＥＣＢ＝ｚＥＰＢ＝Ｚ ＡＣＯ

， 所 以
，

是 的两条等角线 ．

从而 ，

ＣＥ＿

类似地 丄 ４Ｃ ．

故 与斯 的交点 ／／ 是Ａ ／Ｉ＾ｃ 的垂心 ．

考虑圆内接六边形

由帕斯卡定理知 ＜

？ 、
／／

、
尺 三点共线 ， 即 丑

在直线 仰 上？

注意到线段 Ｍ 被 垂直平分 ， 所 以 ，

ＱＨ＝

ＱＥ ．

＾ ｉｉｔ ，
Ｚ ＰＱＲ

＝ ２ＺＱＥＨ
＝

Ｚ Ｐ〇Ｃ ．

类似地 ，

例 ３ 在Ａ仙Ｃ 中 ＇Ｃ 的垂直平分线交

４Ｃ 于点 Ｚ）
，

／１ Ｃ 的垂直平分线交 ｆｉＣ 于点 五
，

Ａ 仙Ｃ 与 △的 外 心 分 别 为 ０
、 Ａ ，

Ａ ａ４Ｂ 的外心为 〇
２

． 证 明 ： 四边形 〇＾ ０
２
０

是一＂

ｔ
＇

平行四边形．

（
２００６

， 土耳其数学奥林匹克 ）

证明 如图 １ ０ ．

Ａ

ｓ０
、
￡Ｍ 、

Ｓ 四点共圆
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４ 点 在Ａ
（ＭＢ 的外接圆上．

类似地 ， 点 ￡ 也在Ａ的外接圆上 ．

从而 为ＡＣＤＥ 的外接圆 与Ａ

的外接圆的公共弦 ．

因此 ，
０＾２

丄 ￡＞￡ ．

又
Ｄ０丄丄ＣＺ）

， 则０为△ＣＺ）￡

的垂心？

从而 ，

Ｃ０ 丄 ￡＞五 ．

于是 ，
Ｃ０ ／／Ｒ ０

２
．

另一方面 ， 因为 ０
、
０

，
分别是Ａ ＣＤＥ 的

垂心 、 外 心 ， 由 命题 １ 可 知 Ｃ０
， 与 ＣＣ（ 为

Ｚ￡＞Ｃ￡ 的两条等角线 ．

而由 ４
、
￡

、
０

、
〇 五点共圆知

Ａ 
ＡＢＣ ＾／＼ ＥＤＣ ．

故 ＣＯ
，
丄仙．

显然 ，

〇〇
２
丄 ＾＾

， 因此 ，

ｃｏ
ｘ
／／ ｏｏ ２

．

从而 ， 四边形 Ｃ０
，

０
２
０ 是平行四边形 ．

２ ． ２ 证 明 平 面几何 中 三 点 共线 问 题

例 ４ 在Ａ仙ｃ 中 ，

Ｄ
、
￡？

＇

在边 ＳＣ 上 ，
五

、

Ｆ在边 Ｃ４ 上 ， 在边 ４５ 上 ，且直线 与

ＡＤ
＇

、
從 与 抓

ｆ

、
ＣＦ 与 ＣＦ 分别关于Ｚ４ 、

Ｃ 的平分线对称． 证明 ： 若

ＣＦ 三线共点 ， 则 ４Ｄ
＇

、
ＣＦ

＇

三线也共点 ．

证明 如图 １ １ ．

Ａ

图 １ １

由性质 ２ 可得

ＡＢ
２

ＢＤ ． ＢＤ
，

ＡＣ
２

ＡＦ －ＡＦ
＇

Ａ＾

＝

ＣＤ － ＣＤ
ｒ ，

Ｂ＾

＝

ＢＦ － ＢＦ
＞ ，

ＢＣ
２

ＣＥ ． ＣＥ
＇

ａ￥
＂

ａｅ － ａｅ
＇

＇

ｍ
， ＢＤＣＥＡＦＢＤ

＇

ＣＥ
＇

ＡＦ
＇

，

＾
ｃｄ

＇

ａｅ

＇

Ｗ ｃｄ
＇

＇

ａｅ
＇

＇

ｂｆ
＇

＝
＇

又 、
ＣＦ 三线共点 ， 由塞瓦定理得

ＢＤ ＣＥ ＡＦ

ｃｄ

＇

ａｅ

＇

ｂｆ

＝
＇

，
． ＢＤ

＇

ＣＥ
＇

ＡＦ
＇

，

故
研

．

ＷＷ７
…

由塞瓦定理的逆定理得

线也共点 ．

例 ５如 图 １ ２
， 在锐角Ａ ／ＩＳＣ 中 ，

ＡＢ＞

４Ｃ
，

Ｍ
、

７Ｖ 是边 ＳＣ 上不 同 的 两个点 ， 使 得

ＺＢ４Ｍ ＝ＺＧ４／Ｖ． 设△ＭＣ和 Ａ ＡＭ／Ｖ的外心分

别为 Ａ 、
〇

２
？ 证明 ： ｈ 、

〇
２Ｊ 三点共线 ．

Ａ

（
２０ １ ２

，全国高 中数学联合竞赛 ）

证明 因为幺 似财 ＝ 幺 ＾４＃
，所以 ，

４财
、

ＩＶ 是Ｚ ５４Ｃ 的两条等角线 ？

作Ａ ／ＩＢＣ 的高仙 ， 如图 １ ２ ．

由性质 １ 知 ４０
，
是 关于ＺＭ４ ／Ｖ 的

等角线 ．

则 ／！０
，
是仙 关于Ｚ 似 Ｃ 的等角线 ．

类似地 也是 关于ＺＭ４ ；ｖ 的等

角线 ．

故 ０
，

、
０

２
ｊ 三点共线 ．

例 ６ 在Ａ中 ，
Ｚ４ 的平分线与边

ＳＣ 交于点 Ｄ ？ 过点 Ｃ 且与 ＳＣ 垂直的直线交

的外角平分线于点 Ｅ
，

〇４ 与 交于点

Ａ 证 明 ：
ＰＺ） 丄 ｆｉＣ

， 且 ＰＺ）＝／Ｍ． 其 中 ０ 是

Ａ狀Ｃ 的外心？

（
２００９

， 中 国 国家集训队选拔考试 ）

证明 如 图 １ ３
，设过顶点 ５ 且与 ５Ｃ 垂

直的直线交ＺＡ 的外角平分线于点 Ｆ
， 直线
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４０ 与Ａ仙Ｃ 的外接圆交于点 Ｋ

则 由 丄 丄 ＳＡ： 可知 ５Ｆ 与 ５Ａ：

是２ ６ 的两条等角线 ．

图 １ ３

类似地 ，

＾ 与 是ｚＣ 的两条等角线．

而 ４ 的 自 等角线 ， 由性质 ３ 可

知 奶 、
抓

、 三线交 于一点 ， 即 ＣＦ 也过

点、
Ｐ ．

因为 ＢＦ／／ Ｃ五 ，所以 ，

＝黑 ．

在Ａ 与Ａ ４ＥＣ 中 ， 因为

ＺＢＡＦ 
＝

Ｚ ＣＡＥ
，
Ｚ 

ＡＦＢ＋
ＺＡＥＣ 

＝
１ ８０

°

，

所以 ，

ＢＦ
＿

ＡＢ

ＣＥ

＝

ＡＣ

＇

又 是 的平分线 ，则
ＡＢＢＤ

ＡＣ

＝

ＤＣ
－

因而 ，盖
＝

竞 ，这说明 ／＾ ／／亿

而 ＥＣ 丄 ＳＣ
， 因此 ，

ＰＺ） 丄 ＢＣ ．

再设 的平分线与 的外接 圆

交于点 Ｍ．

贝 ！

ＪＯＭ丄
５Ｃ

，且ＯＭ ：
０４ ．

而 尸１） 丄 ５Ｃ
， 故

例 ７ 设Ａ与Ａ
４５

，ｑ 反 向 相似 ，

丑
、
丑

，
分别为Ａ与Ａ仙 ， Ｑ 的垂心 ． 则

、
（：＆ 、

班＾三线共点或互相平行．

证明 若部
，
／／ｃｃ

，
，则Ａ 

／１５Ｃ ２
Ａ 

＾４＾ Ｑ ，

此时显然有 ／／ＢＲ ／／ ｃｑ ．

下设 与 ＣＱ交于点 Ｐｊｆｉ
，
的垂直平

分线与 ＣＣ
，
的垂直平分线交于点 （？

． 如图 １ ４ ．

Ｃ

图 １ ４

ｊ
（！

ｉ

ｊＱＢ＝
ＱＢ ｌ ， ＱＣ

＝
ＱＣ Ｘ

．

取 （

？

＇

为 中垂线上一点 ， ｆ 与 乂 在

ＢＢ
Ｘ＃Ｈ ！ ｌ ，ｍｚ

ＢＱ
＇

Ｂ
Ｘ
＝

２ｚ 
ＡＣＢ．

令 ｆｉ
＇

为 ２？ 关于 ＡＣ 的对称点 ，巧 为 仏 关

于 的对称点 ，

Ｍ 为 的 中点 ，

ＴＶ 为

的中点 ．

则△ ＢＣＢ
，

〇〇Ａ ＢＱ％ ，

／＼ ＢＣＮ ｉ^／＼
ＢＱ

＇

Ｍ

４Ａ ＢＣＱ
＇

ｗＡ ＢＢ％（ 旋转 ）

＾ ＣＱ
＇

＝＾
－ Ｂ

＇

Ｂ
Ｘ

．

类似地 ，Ｗ ＝

哉
． Ｂ

：

Ｂ ．

而Ａ
丑４５

；

ＣＱ
＇

＝
Ｃ

｛ Ｑ
＇

．

于是 ，点 （

？

＇

与 ＜

？ 重合 ．

则２ 尽與 ＝ ２ ＾：
＾：５

，
之 （：（

？
（：

１

＝ ２ ＾：
（：似．

ｉ＾ＺＱＢＢ ，
＝ ９０

°
－ Ｚ

ＡＣＢ＝
ＺＣＢＨ

，

ＺＣ
，

Ｃ （

？

＝ ９０
°
－ Ａ ＣＢＡ ＝ ＺＨＣＢ ．

因此 ，

ＢＺ／ＷＧ 是ＺＣＢＰ 的两条等角线 ，

Ｃ／／
、
Ｃ （

？ 是ｚＰＣｆｉ 的两条等角线 ．

由命题 ３ 可知 ｉ／
、 Ｃ

＞ 是ｚＰＢＣ 的两个等

角共轭点 ． 因而 是ＺｆｉＰＣ 的两条等

角线 ．

类似地 ，

ＰＡ 、
Ｐ ＜

？ 是Ｚ的两条等角

线 ，
ｇ

［

Ｉ都在 Ｐ （

？ 关于ＺｆｉＰＣ 的等角

线上．

因此 ，

／／
、
／／

，

， 三点共线 ．
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练 习 题

１ ． 在锐角厶 ＾６ （： 中 ，

仙 ＃ ４ （： ． 过点 ／１ 作

ＢＣ 的垂线 ４Ｚ）
，

Ｐ 为 仙 延长线上一点 ，

（

？ 为

４Ｃ 延长线上一点 ， 且 四点共 圆 ，

二 ／） （

？
？ 证明 ：

ＪＤ 是八 ／１尸 （

？ 的 夕卜 ［：
、

？

提示 ＡＺ） 与奶 是Ｚ 似Ｃ 的两条等角线 ？

２ ．？ ０ 内接四边形 仙ＣＤ 的边仙 与 ⑶

所在直线交于点 ｐ
，Ａ 以乃 与Ａ

ＰＳＣ 的外接

圆？ ０
，

、？％ 的另
一交点为 （

？
． 证明 ：若

不重合 ， 则 ０ （

？ 丄 户 （

？
．

（ 第
２６届ＩＭ０

）

提＾Ｐ０＾ Ｐ０
２＾Ｚ ＭＭ 的两条等角线 ？

３ ． 在Ａ仙Ｃ 的形外作Ａ从 ＞５ 与Ａ 
４Ｃ￡

，

且ＺｉＭＢ＝
ｚＣ４￡

，

ＣＥ ／／ＢＺ）
，

ＣＺ） 与
Ｂ瓦 交于

点 尸 证明 ：Ｚ
ＳＡＰ＝

Ｚ芯Ｃ４
，
ＺＰＡＣ＝Ｚ

提示 过点 Ｓ 作 ＢＺ） 关于Ｚ ＣＡ１ 的等角

线 ，过点 Ｃ 作 ＣＥ 关于Ｚ ＡＣＳ 的等角线 ． 设所

作两线交于点 ＜

？
． 则 由性质 ３ 知 五

、
ＣＤ

三线共点 ．

４ ． 设 四边形 ＡＳＣＤ 内接于？ ０
， 对角线

ＡＣ
与

ＢＤ
交于点

Ｐ
， ＡＡＢＰ

、 Ａ ＢＣＰ
、 Ａ ＣＤＰ

、

Ａ ＺＭＰ 的外心分别为 ＾ 、
（＾ 、

（＾ 、
（＾ 证明 ：

０１ ０＾ ３
、
０

２
０

４
三线共点 ．

提示 设 丑 为Ａ ／ＭＢ 的垂心 ？

因为 仏 是厶 仙Ｐ 的外心 ， 所 以 ，

／＾ 与

为Ｚ ／Ｍ５ 的两条等角线 ．

又Ａ／ＭＢｗ
Ａｒａｃ

， 而 〇
，

、 〇
３ 分别 为

Ａ仙ｐ 与Ａ
ＣＤＰ 的外心 ， 则

Ｚ ＡＰＯ
，
＝ Ｚ 〇

３
ｐｄ

，

即直线 与 的两条等角线 ＿

于是 ，点 ／／ 在直线 ／＾
，
上．

从而Ｗ 丄仙 ．

但故〇＇／／ 〇〇
，

．

类似地 ，

〇＇／／ 〇〇 ３
．

因此 ， 是 ＇个平行四边形 ，

经过 ０Ｐ 中点 ？

５ ？ 设一圆与Ａ仙Ｃ 的边仙 、
此 都相切 ，

且与Ａ
ＡＢＣ 的外接 圆切于点 ｒ．￡＞ 是弧ｇ

的中点 ，

／ 是Ａ ＡｆｉＣ 的 内 心． 证明 ：

７＼ ／
、
乃 三

点在一条直线上．

（
２〇〇２

，伊朗 国家选拔考试 ）

提示 由曼海姆定理知 ／ 是 ｐ ＜

？ 的 中点 ．

而 ４Ｐ ｖ４ （？ 为切线 ，故 汉 、
？

１

／ 为ｚ （

？
７Ｐ 的两条

等角线 ．
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