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1 为什么写这篇文章， 从向量与有向线段的关系谈起

最近群里谈论起向量与有向线段的关系，说有题目中有选项说向量就是有向线段，我一向对
于这种没什么意义的题目没什么好感，这个问题如果不深究则罢，要深究起来还是有一大堆道理
可讲的。

向量与有向线段到底什么关系，其实就是模型与实例的关系，向量是从物理上的力、位
移、速度等物理量中抽象出来的一个数学模型，力、位移、速度都是这个模型的实例，而有
向线段，则是向量模型在数学上的一个实例。

为什么会有人问向量是不是就是有向线段，而没有人问向量是否就是速度呢？向量这个模型
是从一些具体实例中把共同属性抽象出来得到的，在力、位移、速度、有向线段这些实例中，
把共同属性大小和方向给抽象出来了，除了这些共同属性以外，每个实例还有一些自身的独有属
性，这些属性不是所有向量都有的，例如力有重力弹力摩擦力之分，速度有瞬时速度与平均速
度的概念，所以一般也没人把向量跟速度等同起来。那么有向线段呢，有向线段是最纯的向量，
纯到什么程度呢，它除了向量属性以外就剩下个几何图形了，所以它是向量的实例中，独有属
性最少的，因而用它表示向量最合适不过了，而且中学教材中讲向量，几乎从头到尾就是在拿
有向线段在比划，这更让人觉得向量跟有向线段是一回事。

所以总结一下，向量是个数学模型，而有向线段跟力、位移、速度一样，是它的实例，
不过有向线段本身也是另一种数学模型，三角函数线就是有向线段这种模型的一个实例，同样，
力也是一个物理模型，重力、弹力、摩擦力都是它的实例，所以一个事物到底是模型还是实
例，是有相对性，得看在什么场合下说。

向量跟有向线段的区别说清楚了，那么问题就来了，向量是否必须借助于有向线段才能讲清
楚，不借助有向线段这种几何工具能否重新建立向量理论，这就是本文接下来的任务：从代数
角度重建向量理论。

2 从代数角度重建向量理论

2.1 向量概念及其运算

定义 1. 称 n 元有序数组 (a1; a2; ���; an) 是一个 n 维向量，其中 ai 2R，称 ai 是这向量的第 i

个分量. 称向量 (0; 0; :::; 0) 为 n 维零向量， 记作 0.

向量用粗体字母表示，如 a, b, c,等.
本文只讨论有限维向量，至于无限维向量 (a1; a2; :::) 也是可以研究的，但是它的一些性质超

出中学数学范围，例如内积就是一个无穷级数
P

i=1
1 aibi，所以本文不加以讨论.
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定义 2. 设向量 a = (a1; a2; :::; an)，称量
P

i=1
n

ai
2

q
为这向量的模，记作 jaj.模长为1的向量

称为单位向量.

定义 3. 如果两个 n 维向量 a=(a1; a2; ���; an) 与 b=(b1; b2; ���; bn) 满足 ai= bi(i=1; 2; :::; n)，则
称这两个向量相等， 记作 a= b.

定义 4. 设有两个 n维向量 a=(a1; a2; ���; an) 与 b=(b1; b2; ���; bn)，称向量 c=(a1+ b1; a2+ b2; ���;
an+ bn) 是这两个向量的和向量， 记作 a+ b， 这就是向量的加法.

由定义可知，向量加法满足交换律、结合律，并且可以很自然的推广到多个向量相加.

定义 5. 设有 n 维向量 a = (a1; a2; ���; an)，� 是一个实数，称向量 (�a1; �a2; :::; �an) 是实数 �
与向量 a 的乘积， 记作 �a.并称 (¡1)a 是 a 的相反向量， 并简记为 ¡a.

可以验证，数乘向量与向量的加法满足以下运算律:

�(a+ b) = �a+�b

(�+ �)a = �a+ �a

(��)a = �(�a)

定义 6. 向量的减法定义为 a¡ b=a+(¡b).

显然，若 a=(a1; a2; ���; an)，b=(b1; b2; ���; bn)，则 a¡ b=(a1¡ b1; a2¡ b2; ���; an¡ bn).

向量的模满足三角不等式

定理 7. ja+ bj6 jaj+ jbj

证明. 设 a=(a1; a2; ���; an)，b=(b1; b2; ���; bn)，则只需证(闵可夫斯基不等式)
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我们使用数学归纳法. n = 1 时不等式显然是成立的，假定不等式对于小于等于 n 的情形都成立，
那么在 n+1 的情形，就有
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其中第二行到第三行是利用了不等式 (ax+ by)6 (a2+ b2)(x2+ y2)
p

.这样不等式就对于 n+ 1 的
情形也成立， 所以得证. �

定义 8. 设有两个 n 维向量 a= (a1; a2; ���; an) 与 b= (b1; b2; ���; bn)，称数
P

i=1
n aibi 是这两个向

量的内积， 也称数量积， 记作 a � b 或者 ab.

注意两个向量的数量积不再是向量，而是一个数，所以被称为数量积.
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可以验证有以下运算律

a � b = b �a
(a+ b) � c = a � c+ b � c
(�a) � b = �(a � b)

向量的内积与模满足如下定理

定理 9. ja � bj6 jaj � jbj

证明. 只需证明不等式（柯西不等式） X
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立得. �

有了这个定理，我们就可以引入向量的夹角概念.

定义 10. 称量 � = arccos a � b
jaj � jbj 为向量 a 与 b 的夹角，它的范围是 [0; �].如果两个向量的夹角

是 �

2
，则称这两个向量正交，如果夹角为0，则称两个向量同向，夹角为 �，称两个向量

反向， 同向与反向都统称两个向量共线， 规定零向量与任意向量共线.

显然，两个非零向量正交的充分必要条件是 a � b=
P

i=1
n

aibi=0.

定理 11. 两个 n 维非零向量共线的充分必要条件是， 存在一个实数 �， 使得 a=�b 成立.

证明. 共线就意味着夹角为0或者 �，即 ja � bj = jaj � jbj，即在柯西不等式中取了等号，从前面
的证明过程中可以看到，取等号的充分必要条件是两个向量的分量对应成比例，即存在实数 �，
使得 ai=�bi(i=1; 2; :::; n) 成立， 即 a=�b. �

定义 12. 如果一个向量组中的任意两个向量都正交， 则称这个向量组为正交向量组.

2.2 线性相关与线性无关
这一部分其实是高等代数的内容.

定义 13. 设有向量 a 与一组向量 bi(i = 1; 2; :::; n)，如果有一组实数 �i(u = 1; 2; :::; n) 使得
a =

P
i=1
n

�ibi 成立，则称向量 a 可以经由向量组 b1; b2; :::; bn 线性表出，也称向量 a 是向量
组 b1; b2; :::; bn 的一个线性组合.

定义 14. 设有 n 个向量 ai(i= 1; 2; :::; n)，如果存在一组不全为零的实数 �i(i= 1; 2; :::; n)，使
得
P

i=1
n �iai = 0，则称这 n 个向量是线性相关的，反之，如果不存在这样的一组实数使得

那等式成立， 则称这 n 个向量是线性无关的， 这时也称这组向量是个线性无关向量组.

显然，若干个向量线性相关的充分必要条件是，其中存在某个向量可以经由其它向量线性表
出.而且，如果一组向量是线性相关的，再把新的向量加入其中，构成的新向量组仍然是线性相
关的，只要把新向量的系数取为零就可以了。

由定义，设 ai(i = 1; 2; :::; n) 是一个线性无关向量组，如果有一组实数 �i(i = 1; 2; :::; n) 使
得
P

i=1
n �iai = 0，则必有 �i = 0(i = 1; 2; :::; n).而且容易证明，线性无关向量组的子向量组也是

线性无关的，这与线性相关向量组引入新向量后仍然是线性相关是道理相同的。

例 15. 对于 n 维向量来说，显然任意一个 n 维向量都可以经由向量组 a1 = (1; 0; :::; 0),a2 = (0;
1; :::; 0),...,an = (0; 0; :::; 1) 线性表出，实际上，设向量 a = (a1; a2; :::; an)，则 a =

P
i=1
n aiai.而

且向量组 ai(i=1; 2; :::; n) 是一个线性无关向量组.
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线性相关这个概念，是从向量的共线与共面等概念中抽象出来的。

2.3 n 维向量空间

定义 16. 由数域 P 上的全体 n 维向量所组合的集合，以及这集合上定义的向量运算一起构成
数域 P 上的 n 维向量空间.

向量空间就是一种代数结构，所谓代数结构，简单的说就是集合加上元素间的运算。

定理 17. n 维向量空间中，线性无关向量组的最大向量个数是 n.或者说，n 维向量空间中的
任意 n+1 个向量， 一定是线性相关的.

证明. 设 a1;a2; :::;an;an+1 是 n 维向量空间中的一个向量组，考虑方程

X
i=1

n+1

�iai=0

设 ai=(ai1; ai2; :::; ain)，上式即线性方程组8>>><>>>:
�1a11+�2a21+ ����nan;1+�n+1an+1;1=0
�1a12+�2a22+ ����nan;2+�n+1an+1;2=0
::::::
�1a1n+�2a2n+ ����nan;n+�n+1an+1;n=0

未知数个数多于方程的个数， 因此方程一定有非零解， 所以得证. �

由这定理立即可得

定理 18. 设 a1; a2; :::; an 是 n 维向量空间中的一个线性无关向量组，那么该空间中的任一向
量都可以经由这个向量组线性表出.

现在我们就可以引入基和坐标的概念了.这其实是线性空间的概念，不过在向量的加法与数量
乘法定义下，向量空间就成为线性空间的一个实例了。

定义 19. 称 n 维向量空间中的一个包含 n 个向量的线性无关组 e1;e2; :::;en 为该空间的一组基
底向量组，简称基.对于空间中任一向量 a，若它经由这组基的分解式为 a= x1e1+ x2e2+ ���+
xnen， 则称 (x1; x2; :::; xn) 是 a 在这组基下的坐标.

定义 20. 设 e1; e2; :::; en 是 n 维向量空间的一组基， 如果它们两两正交， 则称它是正交基.

定义 21. 如果一组正交基的每个向量都是单位向量， 则称它是标准正交基.

显然，向量 a=(a1; a2; :::; an) 本身就是它在基 "1=(1; 0; :::; 0),"2=(0; 1; :::; n),...,"n=(0; 0; :::;
1) 下的坐标.平面直角坐标系和空间直角坐标系的基就是标准正交基，而斜坐标系不是正交基.

设 "1; "2; :::; "n 是 n 维向量空间的一组标准正交基，则显然有

"i
2=1(i=1; 2; :::; n); "i"j=0(i=/ j)

再设向量 a 在这个标准正交基下的坐标是 (x1; x2; :::; xn)，即 a=
P

i=1
n xi"i，则有

a � "j= "j �

 X
i=1

n

xi"i

!
=
X
i=1

n

xi("i"j)=xj("j"j)=xj

因而有如下公式

a=
X
i=1

n

(a � "i)"i

需要注意的是这公式的前提是在标准正交基下.
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设 e1; e2; :::; en 和 "1; "2; :::; "n 是 n 维向量空间的两组基，并且前一组基在后一组基下的坐
标是 8>><>>:

e1=x11"1+x12"2+ ���+x1n"n
e2=x21"1+x22"2+ ���+x2n"n
:::::::::
en=xn1"1+xn2"2+ ���+xnn"n

那么如果向量 a 在基 e1; e2; :::; en 下的坐标是 (a1; a2; :::; an)，则它在基 "1; "2; :::; "n 下的坐标显
然是

a=
X
i=1

n

aiei=
X
i=1

n X
j=1

n

aixij"j=
X
j=1

n
 X
i=1

n

aixij

!
"j

用 (a1
0 ; a2

0 ; :::; an
0 ) 表示向量 a 在基 "1; "2; :::; "n 下的新坐标，那么上式即是

(a1
0 ; a2

0 ; :::; an
0 )= (a1; a2; :::; an)

0BB@
x11 x12 ��� x1n
x21 x22 ��� x2n
��� ��� ���
xn1 xn2 ��� xnn

1CCA
还记得转轴公式吗，就是这里的特例.

定义 22. 在上述情况下，称矩阵 (xij)n�n 为由基 e1; e2; :::; en 到另一组基 "1; "2; :::; "n 的过渡
矩阵.向量的坐标在不同的基下的坐标， 按照上述转换公式进行变换， 就称为坐标变换.
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