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本讲适合高 中 ） （ 若 为 的原根 ，则 ， ，

…乂
―

构

费马小定理和欧拉定理是数论中非常重要的 成模 的一组简系

两个定理 ，是解决整除问题和同余问题的有力武 （ 半阶

器 同时 ，与这两个定理相关的阶与半阶 ，在解决 当 ， （ ，
饥

） 时 ，若存在正整数 使得

某些问题时也有着强大的功能 本文简要介绍阶 ，

与半阶的概念 ，并通过几道例题 ，讲述其应用 则漏足 的最小正整数 称为 关于 的半阶

需要注意的是半阶不一定均存在 例如 ， 关

于模 的半阶就不存在

欧拉函数 半阶的性质 ：

对于任意正整数 表示不大于 且 （ 设 為
， （ ， ，若 关于模 的阶

与 互素的正整数的个数 为 ，半阶为 ，则

设 的标准分解式为 （ 设 务
， （ ， ， 关于模 的半阶

— 为 若正整数 使得 ，则 为

则一
士

的奇数倍

欧拉定理
例题选讲

一
“

例 设 若

证明 是素数
⑵

’韩国数学奥林匹克 ）

证明 根据条件知

当 ， 时 ，则存在最小的正整数 使得

， 所以 ，

称 久 为 关于 的阶数 设 关于模 的阶数为 入

显然 ， 则 ，且

若 供 则称 为 的原根 若 《
， 贝！

阶数的性质 ：

“

。

， ， ，

…

，
乂

―

中 的任何两个数对 不
守 口这与 兰 矛盾

求 ；

所以 ，

故 、

若 不是素数 ，设 为其任意一个素

收稿 曰期 因子 易知 ，



年第 期

妒 彡
丄

证明 ： 当 灰 时 ，根据条件 ，结论显然成立
这与 矛盾

因此 ， 为素数
假设当 左 ￡ 时 ’有

‘

例 求所有的整数 使得
则
，

时 ，

， ‘

脈

，韩国数学奥林匹克 ）
根据归纳假设知

解 分两种情形讨论

、 中有一个为
所以 ，

‘

不妨设 “ 则 咖 ： ！ ：义
回到原题

从而 ， 或
当 时 ，显然满足题设条件

经检验 ，知 ， 满足题设条件 面假设
对称地 ，此时方程的解为 因为 为奇数 且 ，所以 ，

’ ， （ ， ， ， 力奇数

于是 ， （ ，

若 、 同为偶数 ，则 设 的最小素因子为 则

而 白
（ ，故

设 关于模 的半阶为 则

又根据费马小定理知
于是 ， 、 中至少有一个为奇数 ，不妨设

为奇数■

“

注意到 ’ 为 的最小素因子
注意到 ， 狀 所以

故 七
而纖

设 ， ， （ ，

因为 ，所以 ，

设 关于 的阶为 则
广 、 广

另一方面 ， 因为 关于模 的半阶为 ，关于

注意到 为 的最小素因子

所以 ， （￥
丨 丨

（

从而 ’ ，
由引理知

于是 ，

综合两方面知

因此 ， ，这与 彡 为素

数矛盾 ，其中 ， ， （ ，

综上 ，满足条件的 若 则 ，满足题设条件

若 ，设 的最小素因子为 ？ ，则

例 求所有的正整数 使得 丨

（ 故

第 届 设 关于 ？ 的半阶为 、 则

解 先用数学归纳法证明一个引理 又根据费马小定理知

引理 若
丨

（ ，则对任意的
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所以 ，
素数

注意到 ， 为 的最小素因子 例 求所有的正整数 ，使得存在唯一

从而 （
饥 的整数 满足 矣 且

故 巧 第 届 预选题 ）

因此 ， 夺 ） 《
解 分类讨论

这与 务 矛盾 ⑴ 当口 之 时 ，仅有 “ 满足条件

综上 满足条件的解只有 所以 ， 满足题设条件

例 确定所有的正整数对 ， 满足 为 （ 当 且 为偶数时 ，
显然 ，

素数… ：

，且 ！

” 丨

丨… 】
） 而 或 ，则

第 届

解 （ 当 时 显然 ，任意素数 满足 此时 无解

当 为奇合数时 ，显然 ，

⑵ 当 之 时 ， 因为 广 广
“

化所
，

以
， 为偶数 即 ； 满足
进而 ， 为偶数 ，只能 另一方面 ，设 为 的最小素因子 则
经检验 ， （ 丨 ） ， 满足题设条件

当 彡 时 ，显然 ，
彡

于是 ，
矣

此时 ， 为奇数

所以 ， 为奇数

设 《 的最小素因子为 ？ 则

又由二项式定理得

设 关于模 ？ 的半阶为 。 则由 ，且

关于模 的阶为 々
、又 供 （ ，则

—

注意到 ， ？ 为 的最小素因子
当 时 ，均有

丁定 ，

从而
！

！

卩

为 《 的最小素因子■ 为 的倍数
又因为 各

，所以 ， 只能 故
于是 ，

一

由二项式定理得

于是… 满足

故当 为奇合数时 ，至少有两个 满足条件
…

此时 无解

当 为奇素数时 ，显然 ， 满足

显然 ，
丨

，且

接下来证明 ：无其他满足条件的

所以 各
， 即得 设 “

！

… 〈
，
且均

综上 ，所有的解为 为素数

， ， （ ， ， （ ， 为任意 若另有 使得 ，则
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，

…

， 由
°

设 无关于模 的半阶为 则

又 无关于模斤 的阶为 ，且 丨

、

“ ’

！

知 … （

根据引理知

故 试求所有的素数对 ， ，使得

而 （”厂 凡
一

，故只能

于是斤
，韩国数学奥林匹克 ）

由费马小定理知
提示 ：若 ，则 丨

（ 这不可能

根据对称性 不妨设

、
由条件知

所以 ，只有唯一的 ，满足

“
，且川⑷ ”

分愔而论
综上 当且仅当 “ 为素数时 ，满足要求

、

若 ，则

练 习 题 （ 若 彡
，此时 均为奇素数

证明 对任意的 《
，均有

由

第 届美国大学生普特南数学竞赛 ，

又由费马小定理知 ？

友谊杯国际数学竞赛
关于模 的阶为 贝丨

提示 若存在 ，使得
—

，

因为 为奇数 ，所以 ， 为奇数
，

设 为 的最小素因子 则

由费马小定理知
〃

：

‘

设 关于模 的阶数为 则

而 加 的最小素因子 ，则
、

，

， ， 、

故
故

于是 ，
矛盾

因为 丨

（炉 ，所以 ，

设 为费马数 的素 因子 证
— 々、 十 ） ，

明 ： 当 时 ’有 丨

（

且根据费马小定理知广 兰

设 关于模 的阶为 则

引理 设 《 为大于 的正整数 ， 为

的奇素因子 则 所以 ，、 ，

证明 ：根据条件知 注意到 ，

故 从而 ， （ ，

设 《 关于模 的阶数为 则 于是

而 对 ，故 而 、 丨
，则 、

再由费马小定理知 沪 根据阶数的性质知

所以 ，
丨

（ ？
且

回到原题
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彡
，
彡

，且 种

因为 ，且 所以 ，只能 则舛 丨 ⑶

而 、 均为奇素数 ，这不可能 由费马小定理知

综上 ，满足条件的素数对

， ， ， （ ， 所以 ，

、 ， 、

详解见本刊 年增刊 设 关于模 、 的半阶分别为 乂 则 关

求所有的素数对 使得 于模 的阶分别为 、

， 中国数学奥林匹克 ） 注意到 ，

提示 ：分情形讨论 三

丨 丨

所以 为奇数 ①
根据对称性 ，不妨设 则

‘

根据费马小定理知 又
”

，则

故

与
， 或

经检验 ， ？ ， 满足题设条件

‘

‘

‘

故当 丨 时 ，满足条件的素数对 因为这与结论①矛盾 ，所以 ，此时无解

， ， （ ， ， （ ， ， ， 综上 满足条件的素数对

為
， ，且 、 中有一个为

根据对称性 ，不妨设 则
（ ， ， （ ， ， （ ，

丨

（ 详解见本刊 年增刊
当 时 显然满足条件
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敬 告 读 者

经天津市新闻出版局备案 《中等数学》编辑部今年除推出 《 全国高中数学联赛模拟题集萃》外 ，为

帮助读者更好地了解世界数学竞赛状况 给数学爱好者提供更丰富 、更详尽的世界各国家及地区数学竞赛试

题 ，编辑部将继续出版《
—

国内外数学竞赛题及精解 》 。 年增刊精选了 国 内外三十多个国家

和地区的竞赛试题 并给出详细解答 。 本增刊资料性强 ，权威性高 有助于读者拓宽视野 ，进一步提高 自身竞

赛水平 ，适合准备参加全国高中数学联赛的学生及辅导教师阅读 。

《
— 国内外数学竞赛题及精解》将于 月底出版 定价 元。 编辑部从即 日起接受读者订购 。

邮购单册 元 含邮挂费 ） 。

如需办理快递请与发行部联系 。
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