
半内切四边形

何万程

2023 年 3 月 23 日

定义 1. 圆心在一个凸四边形的某边上，并且与其他边所在直线都相切的四边形称为半内切四边形．
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图 1、图 2和图 3的四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷都是半内切四边形的情形．

定理 1. 凸四边形𝐴𝐵𝐶𝐷满足𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷或有外接圆，⊙𝑂的圆心在凸四边形𝐴𝐵𝐶𝐷的边𝐴𝐵上，并
与其他边所在直线都相切，则 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶．
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图 5

证明：如图 4，若 𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷，连 𝐶𝑂、𝐷𝑂．因为 ∠𝐴𝑂𝐷 = ∠𝐶𝐷𝑂 = ∠𝐴𝐷𝑂，所以 𝐴𝑂 = 𝐴𝐷．同
理得 𝐵𝑂 = 𝐵𝐶，所以 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶．

如图 5，若凸四边形𝐴𝐵𝐶𝐷有外接圆，设点𝐸、𝐹、𝐺分别是𝐴𝐷、𝐶𝐷、𝐵𝐶与⊙𝑂的切点，把△𝑂𝐹𝐶
绕点 𝑂 旋转得△𝑂𝐸𝐻，∠𝐸𝐻𝑂 = 𝜃，则

∠𝐸𝐻𝑂 = ∠𝐹𝐶𝑂 = ∠𝑂𝐶𝐺 = 𝜃．

因为点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷共圆，所以 ∠𝐻𝐴𝑂 = 180°− 2𝜃，于是

∠𝐴𝑂𝐻 = 180°− (∠𝐴𝐻𝑂 + ∠𝐻𝐴𝑂) = 𝜃 = ∠𝐴𝐻𝑂，
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所以

𝑂𝐴 = 𝐴𝐻 = 𝐴𝐸 + 𝐹𝐶 = 𝐴𝐸 + 𝐺𝐶．
同理得

𝑂𝐵 = 𝐵𝐺 + 𝐸𝐷，
所以

𝐴𝐵 = 𝑂𝐴 + 𝑂𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶．

定理 2. 凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷满足 𝐴𝐷 ⫽ 𝐵𝐶，⊙𝑂的圆心在凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的边 𝐴𝐵上，并与其他边所
在直线都相切，则 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶．

证明：如图 6，设⊙𝑂分别与直线𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐷𝐴相切于点 𝑇、𝑈、𝑉，则点 𝑇、𝑂、𝑉 共线，连𝑂𝑇、𝑂𝑈、
𝑂𝑉．因为△𝑂𝐵𝑇 ≌ △𝑂𝐴𝑉，所以𝐵𝑇 = 𝐴𝑉，因此𝐶𝐷 = 𝐶𝑈 +𝐷𝑈 = 𝐶𝑇 +𝐷𝑉 = 𝐵𝐶−𝐵𝑇 +𝐴𝐷+𝐴𝑉 =
𝐴𝐷 + 𝐵𝐶．
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例 1. 给定四线段 𝑎、𝑏、𝑐、𝑑，求作凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷，使 𝐴𝐵 = 𝑎，𝐵𝐶 = 𝑏，𝐶𝐷 = 𝑐，𝐷𝐴 = 𝑑，有
一圆的圆心在凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的边 𝐴𝐵上，并与其他边所在直线都相切．

解：定理 1已给出 𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷的情形，下面只求直线 𝐴𝐵与直线 𝐶𝐷相交的情形．如图 7，不妨设射
线 𝐴𝐵与射线 𝐷𝐶 相交于点 𝑃，𝐶𝑃 = 𝑥，𝐵𝑃 = 𝑦，𝐵𝑂 = 𝑧，则 𝐴𝑂 = 𝑎 − 𝑧．连 𝐶𝑂、𝐷𝑂，则 𝐶𝑂是
△𝐵𝐶𝑃 的外角平分线，𝐷𝑂是△𝐴𝐷𝑃 的内角平分线，根据角平分线定理，得

⎧{
⎨{⎩

𝑥
𝑏 = 𝑦 + 𝑧

𝑧 ，

𝑐 + 𝑥
𝑑 = 𝑦 + 𝑧

𝑎 − 𝑧，

解这个方程组，得
⎧{{
⎨{{⎩

𝑦 = 𝑎(𝑥 − 𝑏)(𝑥 + 𝑐)
(𝑏 + 𝑑)𝑥 + 𝑏𝑐 ，

𝑧 = 𝑎𝑏(𝑥 + 𝑐)
(𝑏 + 𝑑)𝑥 + 𝑏𝑐，

再由余弦定理，得
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑏2

2𝑥𝑦 = (𝑥 + 𝑐)2 + (𝑦 + 𝑎)2 − 𝑑2

2(𝑥 + 𝑐)(𝑦 + 𝑎) ，

把上面得到的 𝑦、𝑧的值代入上方程，得

(𝑎 + 𝑏 + 𝑑)(𝑎 − 𝑏 − 𝑑)(𝑏 + 𝑑 − 𝑐)𝑥2

+ 𝑐(𝑎2(2𝑏 − 𝑐) − 2𝑏(𝑏 + 𝑑)(𝑏 + 𝑑 − 𝑐))𝑥 + 𝑏𝑐2(𝑎2 − 𝑏(𝑏 + 𝑑 − 𝑐)) = 0，

因此分三种情况：
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（1）当 𝑎 ≠ 𝑏 + 𝑑且 𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑时，解这个方程，得

𝑥 = −𝑐(𝑎2(2𝑏 − 𝑐) − 2𝑏(𝑏 + 𝑑)(𝑏 + 𝑑 − 𝑐)) ± 𝑎𝑐√𝑎2(𝑐2 − 4𝑏𝑑) + 4𝑏𝑑((𝑏 + 𝑑)2 − 𝑐2)
2(𝑎 + 𝑏 + 𝑑)(𝑎 − 𝑏 − 𝑑)(𝑏 + 𝑑 − 𝑐) ．

（2）当 𝑎 = 𝑏 + 𝑑时，方程变为

(𝑑2 − 𝑏2)𝑥 = 𝑏(𝑏(𝑐 + 𝑑) + 𝑑2)，

当 𝑏 ≠ 𝑑时，解这个方程，得
𝑥 = 𝑏(𝑏(𝑐 + 𝑑) + 𝑑2)

𝑑2 − 𝑏2 ，

经计算角的余弦值可得四边形𝐴𝐵𝐶𝐷有外接圆．当 𝑏 = 𝑑时，满足条件的 𝑥不存在，所以若四边形𝐴𝐵𝐶𝐷
存在，则必定 𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷，这个四边形必定是等腰梯形．
（3）当 𝑐 = 𝑏 + 𝑑时，方程变为

(𝑑 − 𝑏)𝑥 = 𝑏𝑐，

当 𝑏 ≠ 𝑑时，解这个方程，得
𝑥 = 𝑏𝑐

𝑑 − 𝑏，

经计算角的余弦值可得 𝐴𝐷 ⫽ 𝐵𝐶．当 𝑏 = 𝑑时，满足条件的 𝑥不存在，所以若四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷存在，则必
定 𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷，再由定理 1知 𝑎 = 𝑏 + 𝑑，由此得 𝑎 = 𝑐 = 2𝑏 = 2𝑑，这个四边形是平行四边形，此时半内切
圆的大小不确定，当四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷是矩形时半内切圆最大，此时半径是 𝑏．
上面的结果若 𝑥 < 0，并且 𝑥 < −𝑐，则说明 𝐶𝐷的延长线与 𝐵𝐴的延长线相交．根据上面的结果就可

以作出这个四边形来．

当 𝑎 = 𝑏 + 𝑑时，这个四边形可以是一个 𝐴𝐵与 𝐶𝐷平行的梯形，则作边长为 𝑎 − 𝑐、𝑏、𝑑的三角形，
然后把边 𝑏向三角形外沿平行于长度是 𝑎 − 𝑐的边的方向平移长度 𝑐就是所求的四边形．

由定理 1、定理 2及例 1中的讨论可得

定理 3. 凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷中 ⊙𝑂的圆心在凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的边 𝐴𝐵 上，并与其他边所在直线都相
切，则 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶 的充要条件是 𝐴𝐵 ⫽ 𝐶𝐷或凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷有外接圆，𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐶 的充要
条件是 𝐴𝐷 ⫽ 𝐵𝐶．

下面来确定这个圆的半径和四边形的面积．

设圆半径是 𝑟，⊙𝑂分别与直线 𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐷𝐴相切于点 𝑇、𝑈、𝑉．若点 𝑇 在线段 𝐵𝐶 内，则有向
线段 𝐵𝑇 为正；点 𝑇 在线段 𝐵𝐶 外，则有向线段 𝐵𝑇 为负．若点 𝑉 在线段 𝐴𝐷内，则有向线段 𝐴𝑉 为正；
点 𝑉 在线段 𝐴𝐷外，则有向线段 𝐴𝑉 为负．因为

𝑟 = 𝑃𝑂 ⋅ sin∠𝐴𝑃𝐷 = |𝑦 + 𝑧|√1 − (𝑥2 + 𝑦2 − 𝑏2

2𝑥𝑦 )
2
． (1)

当 𝑎 ≠ 𝑏 + 𝑑且 𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑时，把上面（1）计算得到的 𝑥值代入 (1)并化简，得

𝑟 =
√−(𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑)(𝑎 + 𝑏 − 𝑐 + 𝑑)(𝑃 ± 2𝑎(𝑏 − 𝑑)

√
𝛥)

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)|𝑏 − 𝑐 + 𝑑| ，

其中

𝑃 = (𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(−𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑)(𝑏 + 𝑐 − 𝑑) + 𝑎2(𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 − 6𝑏𝑑)，
𝛥 = 𝑎2(𝑐2 − 4𝑏𝑑) + 4𝑏𝑑(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑)．
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此时

𝐴𝑂 = 𝑎(𝑐 + 2𝑑) ∓
√

𝛥
2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ，𝐵𝑂 = 𝑎(2𝑏 + 𝑐) ±

√
𝛥

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ， (2)

𝐵𝑇 = 𝑏 − 𝑐 + 𝑑
2 + 𝑎(𝑏 − 𝑑) ±

√
𝛥

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑎，𝐶𝑇 = 𝐶𝑈 = 𝑏 + 𝑐 − 𝑑
2 − 𝑎(𝑏 − 𝑑) ±

√
𝛥

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑎，

𝐴𝑉 = 𝑏 − 𝑐 + 𝑑
2 + 𝑎(−𝑏 + 𝑑) ∓

√
𝛥

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑎，𝐷𝑈 = 𝐷𝑉 = −𝑏 + 𝑐 + 𝑑
2 − 𝑎(−𝑏 + 𝑑) ∓

√
𝛥

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑎，

以上三式的符号对应于上面（1）中 𝑥的符号．
可以验证，上述公式对 𝑎 = 𝑏 + 𝑑，但 𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑时仍成立．
当 𝑎 = 𝑏 + 𝑑，𝑐 ≠ 𝑏 + 𝑑时，若四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷是梯形时，则 𝑟就是 𝐴𝐵 与 𝐶𝐷的距离，所以

𝑟 = √𝑐(2𝑏 − 𝑐)(2𝑑 − 𝑐)(2𝑏 + 2𝑑 − 𝑐)
2|𝑏 + 𝑑 − 𝑐| ．

此时

𝐴𝑂 = 𝑑，𝐵𝑂 = 𝑏，

𝐵𝑇 = 𝑏 − −𝑐 + 2𝑑
2(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，𝐶𝑇 = 𝐶𝑈 = −𝑐 + 2𝑑

2(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，

𝐴𝑉 = 𝑑 − 2𝑏 − 𝑐
2(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，𝐷𝑈 = 𝐷𝑉 = 2𝑏 − 𝑐

2(𝑏 − 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐．

若四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷内接于圆，则把上面（2）计算得到的 𝑥值代入 (1)并化简，得

𝑟 = √𝑐(2𝑏 + 𝑐)(2𝑑 + 𝑐)(2𝑏 + 2𝑑 − 𝑐)
2(𝑏 + 𝑑 + 𝑐) ．

此时

𝐴𝑂 = 𝑏(𝑐 + 𝑑) + 𝑑2

𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ，𝐵𝑂 = 𝑏2 + 𝑑(𝑏 + 𝑐)
𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ，

𝐵𝑇 = 𝑏 − 2𝑏 + 𝑐
2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，𝐶𝑇 = 𝐶𝑈 = 2𝑏 + 𝑐

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，

𝐴𝑉 = 𝑑 − 𝑐 + 2𝑑
2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐，𝐷𝑈 = 𝐷𝑉 = 𝑐 + 2𝑑

2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑) ⋅ 𝑐．

由上面的结果知，此时有外接圆时的 𝑟总不比梯形的 𝑟小，且只有在 𝑏 = 𝑑时有外接圆时的 𝑟与梯形的 𝑟
相等．

当 𝑐 = 𝑏 + 𝑑且 𝑏 ≠ 𝑑时，由上面计算得

𝑦 = 𝑎𝑏
𝑑 − 𝑏，𝑧 = 𝑎

2，

代入 (1)并化简，得

𝑟 = √−(𝑎2 − 4𝑏2)(𝑎2 − 4𝑑2)
4|𝑏 − 𝑑| ．

此时

𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 = 𝑎
2，

𝐵𝑇 = 𝑎2 − 4𝑏𝑑
4(𝑏 − 𝑑)，𝐶𝑇 = 𝐶𝑈 = −𝑎2 + 4𝑏2

2(𝑏 − 𝑑) ，
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𝐴𝑉 = −𝑎2 + 4𝑏𝑑
4(𝑏 − 𝑑) ，𝐷𝑈 = 𝐷𝑉 = 𝑎2 − 4𝑑2

2(𝑏 − 𝑑)．

确定了圆的半径，四边形的面积 𝐴𝐵𝐶𝐷很容易求得，其值就是 1
2(𝑏 + 𝑐 + 𝑑)𝑟．

定理 4. 凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷中 ⊙𝑂的圆心在凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷的边 𝐴𝐵 上，并与其他边所在直线都相
切，𝐴𝐵 = 𝑎，𝐵𝐶 = 𝑏，𝐶𝐷 = 𝑐，𝐷𝐴 = 𝑑，则存在满足 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 的凸四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的充要条件是
𝑎 = 2

√
𝑏𝑑或 𝑐 = 𝑏 + 𝑑．

证明：设圆半径是 𝑟，⊙𝑂分别与直线 𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐷𝐴相切于点 𝑇、𝑈、𝑉．若点 𝑇 在线段 𝐵𝐶 内，则
有向线段 𝐵𝑇 为正；点 𝑇 在线段 𝐵𝐶 外，则有向线段 𝐵𝑇 为负．若点 𝑉 在线段 𝐴𝐷内，则有向线段 𝐴𝑉
为正；点 𝑉 在线段 𝐴𝐷外，则有向线段 𝐴𝑉 为负．∡表似有向角，∡𝐵𝑂𝑇 的符号与 𝐵𝑇 同号，∡𝐴𝑂𝑉 的
符号与 𝐴𝑉 同号．
当 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂时，则 |𝐴𝑉 | = |𝐵𝑇 |．若 𝐴𝑉 和 𝐵𝑇 同号，设 𝐴𝑉 = 𝐵𝑇 = 𝑥，𝛼 = ∡𝐵𝑂𝑇 = ∡𝐴𝑂𝑉，

𝛽 = ∠𝐶𝑂𝑇 = ∠𝐶𝑂𝑈，𝛾 = ∠𝐷𝑂𝑈 = ∠𝐷𝑂𝑉，则

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 90°，𝛼 = arctan 𝑥
𝑟，𝛽 = arctan 𝑏 − 𝑥

𝑟 ，𝛾 = arctan 𝑑 − 𝑥
𝑟 ，

所以

cot(𝛼 + 𝛽 + 𝛾) = 𝑟(𝑥2 + 𝑟2 − 𝑏𝑑)
(𝑏 + 𝑑)𝑟2 − (𝑏𝑑 + 𝑟2)𝑥 + (𝑏 + 𝑑)𝑥2 − 𝑥3 = 0，

由此得

𝑎 = 2√𝑥2 + 𝑟2 = 2
√

𝑏𝑑．

若 𝐴𝑉 和 𝐵𝑇 异号，则类似定理 2的证明可知 𝐴𝐷 ⫽ 𝐵𝐶，所以 𝑐 = 𝑏 + 𝑑．
当 𝑎 = 2

√
𝑏𝑑 时．若 𝐴𝐵 与 𝐵𝐷 相交，则由 (2)可得 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 =

√
𝑏𝑑 或 𝐴𝑂 = −𝑏 + 𝑐 + 3𝑑

𝑏 + 𝑐 + 𝑑
√

𝑏𝑑，

𝐵𝑂 = 3𝑏 + 𝑐 − 𝑑
𝑏 + 𝑐 + 𝑑

√
𝑏𝑑；若 𝐴𝐵 ⫽ 𝐵𝐷，由定理 1的证明可知 𝐴𝑂 = 𝑑，𝐵𝑂 = 𝑏，此时若 𝑏 ≠ 𝑑，此时不可

能使 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂，所以必须 𝑏 = 𝑑．综合上述讨论，至少有一种情况能满足 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂．
当 𝑐 = 𝑏 + 𝑑时，类似 𝑎 = 2

√
𝑏𝑑的证明可知必定存在至少一种情况满足 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂．
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