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单形中面的含参不等式
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摘 要

本文给出一系列关于n维单形中面的含参几何不等式。
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The Parametric Inequalities for the Middle
Sections in the N-Simplex
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Abstract
This article presents a series of parametrically geometric inequalities for the Middle Sections in the
N-Simplex.
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1. 引言

本文约定：n 维单形 nAAAA 210 的各顶点 ),...,2,1,0( niAi  所对的 1n 维侧面及其面积为 iS ， iS 与 jS
所夹的 1n 维中面面积为 );,...,2,1,0,( jinjiM ji  ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， 0x 、 1x 、 2x 、...、 nx 为

任意正实数， x 为任意实数， 3n 。

文[1]给出了以下结论

定理 1 若 n 维单形 nAAAA 210 的全体二面角均小于等于
2
π
，则
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等号成立的充要条件是 nSSSS  210 。

本文将给出定理 1的参数形式。下面先介绍一些引理
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 ， nji 0 。[1]

引理 1.2 若
2
πθij  ， nji 0 ，则
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

证明：由引理 1.1有
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2. 预备知识

引理 2.1 
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引理 2.2
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证明：由引理 2.1有
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3. 主要结论

由引理 1.2和引理 2.2即可得到

定理 2 若 n 维单形 nAAAA 210 的全体二面角均小于等于
2
π
，则
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等号成立的充要条件是 nxxxx  210 且 nSSSS  210 。

对定理 2运用 Cauchy不等式可得

定理 3 若 n 维单形 nAAAA 210 的全体二面角均小于等于
2
π
，则
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等号成立的充要条件是 n 维单形 nAAAA 210 为正则单形且 nxxxx  210 。

定理 2和定理 3即为定理 1的参数形式。

定理 4 若 n 维单形 nAAAA 210 的全体二面角均小于等于
2
π
，则
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等号成立的充要条件是 n 维单形 nAAAA 210 为正则单形且 nxxxx  210 。

证明：对定理 2两边乘以 
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对上式两边开平方并作变换： ),...,2,1,0(2 nixx ii  即可证得命题。

4. 相关推论

定理 5 
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等号成立的充要条件是 nxxxx  210 。

证明：由引理 1.1和引理 2.1有





nji

ijjiji
nji

jiji
nji

ijji θSSxxSSxxMxx
00

22

0

2 cos
2
1)(

4
1

















  

 

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

j
ji SxxSxSxxx

0

2

00

22

0

2

0 4
1

4
1)(

4
1

。

对定理 5作变换： ),...,2,1,0( ni
S
xx x
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i  ，则有

推论 1.1 
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在推论 1.1中，分别令 1x 和 2x ，则有

推论 1.2 
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等号成立的充要条件是
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推论 1.3 
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推论 2.1 
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0 且 n 维单形 nAAAA 210 的各个中面面积均相等。

证明：对定理 5作变换： ),...,2,1,0(2
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对上式进行整理即可证得命题。

在推论 2.1中，分别令 0x 、
2
1

x 、 1x ，则有

推论 2.2 
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等号成立的充要条件是 nxxxx  210 且 n 维单形 nAAAA 210 的各个中面面积均相等。

推论 2.3 
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0   且 n 维单形 nAAAA 210 的各个中面面积均相等。

推论 2.4 
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0 且 n 维单形 nAAAA 210 的各个中面面积均相等。
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