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单形二面角平分面的几何不等式

李兴源 lihpb@qq.com

摘 要

本文给出一系列关于n维单形二面角平分面的几何不等式。
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Abstract
This article presents a series of geometric inequalities about the bisection planes for the n-simplex
dihedral angle.
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1. 引言

本文约定：n维单形Ω的体积为V ，用 )1,...,2,1(  niSi 表示Ω的第 i个 1n 维侧面及其面积，垂直于

底面 iS 的高为 ih ，P为 n维单形Ω内任意一点，P到各侧面 iS 的距离为 id ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， iS
与 jS 所夹的二面角平分面的 1n 维面积为 );1,...,2,1,( jinjiT ji  ， 1x 、 2x 、...、 1nx 为任意正实数， x
为任意实数， 3n 。

文[1]给出了以下结论
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

本文将给出一系列关于 )0( njiT ji  的几何不等式以及命题 1的加强形式。下面先介绍一些引理
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引理 1.1
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对引理 1.1运用幂平均不等式可得
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由上式可以得到以下引理

引理 1.2.1
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引理 1.3.1
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

引理 1.3.2
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

引理 1.4.1
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

引理 1.4.2
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

引理 1.5
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等号成立的充要条件是 ji SS  。

引理 1.6 
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2. 预备知识

引理 2.1 
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引理 2.2
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等号成立的充要条件是
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证明：由引理 2.1有
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引理 2.3 
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等号成立的充要条件是所有的 )11(
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证明：对定理引理 2.2作变换： )1,...,2,1(2  nixx ii 并运用幂平均不等式，则有
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对上式进行整理即可证得命题。

设 n维单形Ω的内心为 I ，内切球半径为 r， n维单形Ω' 为 n维单形Ω的切点单形，Ω'的重心为G' ，
IG'l  ，则有

引理 3.1 2
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对引理 3.1运用幂平均不等式分别可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

引理 3.3
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

3. 主要结论

由引理 1.3.2和引理 2.2可得

定理 1.1
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

对定理 1.1作变换： )1,...,2,1(1   niSxx x
iii ，则有
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推论 1.1
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

在推论 1.1中，分别令 0x 和 2x ，则有

推论 1.1.1
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

推论 1.1.2
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

对推论 1.1.1作变换： )1,...,2,1(  nihxx iii ，再由引理 1.6可得

推论 1.2
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

对推论 1.2作变换： )1,...,2,1(1   nihxx x
iii ，则有
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

在推论 1.2.1中，令 )1(  nx ，则有

推论 1.2.2
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

在推论 1.1.1中，令 )1,...,2,1(  nidx ii ，再由引理 1.6可得

推论 1.3
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等号成立的充要条件是 P与 n维单形Ω的内心、重心三点重合。

对定理 1.1运用 Cauchy不等式可得

推论 1.4 21

1

22

11
2

)1(




















 n

i
i

nji ijji

ji

x

nn
Txx
SS

，

等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 1.4作变换： )1,...,2,1(1   niSxx x
iii ，则有
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

在推论 1.5中，分别令 0x 、 2x ，则有

推论 1.5.1 21

1

22

11
2

)1(1




















 n

i
ii

nji ijji Sx

nn
Txx

，

等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 1.5.1作变换： )1,...,2,1(  nihxx iii ，再由引理 1.6可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 1.6.1作变换： )1,...,2,1(1   ni
h
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i

i
i ，则有
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

在推论 1.5.1中，令 )1,...,2,1(  nidx ii ，再由引理 1.6可得

推论 1.7 2

2

11
2

)1(1
V
n

Tddnji ijji






，

等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 P是 n维单形Ω的内心。

由引理 1.3.2和引理 3.1可得

定理 1.2 2
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等号成立的充要条件是 121  nSSS  。

由引理 1.3.1和引理 3.3可得

定理 2.1
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

定理 2.1即为命题 1的加强形式。

由引理 1.3.1和引理 2.3可得

定理 2.2 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对定理 2.2作变换： )1,...,2,1(2
1
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推论 2.1 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

在推论 2.1中，分别令 0x 、 1x ，则有

推论 2.1.1 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

推论 2.1.2 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 2.1.1作变换： )1,...,2,1(  nihxx iii ，再由引理 1.6可得

推论 2.2 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 2.2作变换： )1,...,2,1(2
1
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

在推论 2.2.1中，分别令 1x 、
2
1


nx ，则有

推论 2.2.2 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

推论 2.2.3 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

在推论 2.1.1中，令 )1,...,2,1(  nidx ii ，再由引理 1.6可得
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推论 2.3
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 P是 n维单形Ω的内心。

由引理 1.3.1和引理 3.2可得

定理 2.3 2
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

由引理 1.2.2和引理 3.1可得
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由引理 1.2.2和引理 2.2可得

定理 3.2
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

对定理 3.2作变换： )1,...,2,1(2  niSxx iii ，则有
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

对定理 3.2作变换： )1,...,2,1(2  ni
h
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i

i
i ，再由引理 1.6可得
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

对推论 3.2.1作变换： )1,...,2,1(2  nihxx iii ，则有
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

推论 3.2.2是比前面推论 1.2更强的形式。

对定理 3.1运用 Cauchy不等式可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

对定理 3.2运用 Cauchy不等式可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

由引理 1.2.1和引理 2.3可得

定理 4.1 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对定理 4.1作变换： )1,...,2,1(  niSxx iii ，则有

推论 4.1 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对定理 4.1作变换： )1,...,2,1(  ni
h
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 4.2作变换： )1,...,2,1(  nihxx iii ，则有

推论 4.3 
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

由引理 1.2.1和引理 3.2可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

由引理 1.4.2和引理 2.2可得
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nSSS  。

对定理 5.1作变换： )1,...,2,1(2  ni
h
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i
i ，再由引理 1.6可得
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

对推论 5.1.1作变换： )1,...,2,1(2  nihxx iii ，则有
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等号成立的充要条件是 121  nxxx  且 121  nhhh  。

对定理 5.1运用 Cauchy不等式可得

推论 5.2 21

1

22

11
2

2 )1(4)(






















 n

i
i

nji ijji

ji

x

nn
Txx
SS

，

等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

同理，分别对推论 5.1.1、推论 5.1.2运用 Cauchy不等式可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

推论 5.3.2 21

1

2

2

11
222

2 )1(4)(






















 n

i
i

nji ijjiji

ji

xV

n
Thhxx

hh
，

等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

由引理 1.4.2和引理 3.1可得
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等号成立的充要条件是 121  nSSS  。

由引理 1.4.1和引理 2.3可得
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对定理 6.1作变换： )1,...,2,1(  ni
h
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

对推论 6.1作变换： )1,...,2,1(  nihxx iii ，则有
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形且 121  nxxx  。

由引理 1.4.1和引理 3.2可得
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定理 6.2 2
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等号成立的充要条件是 n维单形Ω为正则单形。

由引理 1.5和引理 3.1可得

定理 7 2
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等号成立的充要条件是 121  nSSS  。
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