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单形的二面角k等分面及其性质

李兴源，lihpb@qq.com

摘 要

本文把三角形内角k等分线的概念推广至n维单形的二面角k等分面，并给出其相关性质。
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Abstract
This article extends the concept about the k-equisectional lines in the triangular inner angle to the
k-equisectional planes for the dihedral angle in the n-simplex, and provides its related properties.
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1. 引言

定义 0T 、 kT 为 n维单形Ω中的任意两个 1n 维侧面， 0T 与 kT 所夹的二面角为θ， 0T 与 kT 所交的 2n
维单形为 F ， 1T 、 2T 、...、 1kT 为 n维单形Ω中过 F 的 1k 个 1n 维截面， iT 与 1iT 所夹的二面角均为

)2,10(  kki
k
θ

，则将 1T 、 2T 、...、 1kT 称作 n维单形Ω中关于 0T 与 kT 所夹二面角的 k等分面。

本文会将文[1]中的所有结论推广至 n维单形。

2. 预备知识

引理 1 n维单形 nAAAA ...210 的体积为V ，其任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、

jS ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为 jiF ， nji 0 ，则
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证明 由积化和差公式有
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将以上 1k 个等式两边相加再运用和差化积公式即有

2
)1(sin

2
sin)

2
1cos(

2
1

2
cos

2
1sin

2
sin

1

1

xkxkxkxxix k

i








，

因此
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把(2)代入(1)即可证得命题。

3. 主要结论

定理 1 0A 、 kA 为 n维欧氏空间中的任意两点，用 F 表示 n维欧氏空间中的 2n 维单形及其体积，F 与

kAA0 所围的 n维单形为Ω，用 0T 、 kT 表示点 0A 、 kA 分别与 F 所围的 1n 维侧面及其体积， 0T 与 kT 所夹

的二面角为θ，用 1T 、 2T 、...、 1kT 表示 n维单形Ω关于 0T 与 kT 所夹二面角的 1k 个 k等分面及其 1n 维

体积， iT 与 1iT 所夹的二面角均为 )2,10(  kki
k
θ

， 1T 、 2T 、...、 1kT 在线段 kAA0 上的交点依次为 1A 、

2A 、...、 1kA ，则
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证明 设 n维单形Ω的体积为V ， F 与 10AA 所围的 n维单形体积为 1V ，由引理 1 有
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将以上 1k 个等式两边相乘即可证得命题。

定理 2 0T 、 kT 为 n维单形Ω中的任意两个 1n 维侧面及其体积， 0T 与 kT 所夹的二面角为θ， 1T 、 2T 、...、

1kT 为 n维单形Ω关于 0T 与 kT 所夹二面角的 1k 个 k 等分面及其 1n 维体积， iT 与 1iT 所夹的二面角均为
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证明 设 n维单形Ω的体积为V ， 0T 与 kT 所交的 2n 维单形及其体积为 F ，F 与 1iiAA 所围的 n维单形

体积为 )1,...,1,0(  kiVi ，则
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对上式进行整理即可证得命题。

定理 3 0T 、 kT 为 n维单形Ω中的任意两个 1n 维侧面及其体积， 0T 与 kT 所夹的二面角为θ， 1T 、 2T 、...、

1kT 为 n维单形Ω关于 0T 与 kT 所夹二面角的 1k 个 k 等分面及其 1n 维体积， iT 与 1iT 所夹的二面角均为
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证明 设 n维单形Ω的体积为V ， 0T 与 kT 所交的 2n 维单形及其体积为 F ，用 iV 与 iV' 表示 F 分别与

iAA0 、 )11(  kiAA ki 所围的 n维单形体积，易知

VV'V ii  ，

即

θ
F
TT

n
nθ

k
ik

F
TT

n
nθ

k
i

F
TT

n
n kkii sin1sin1sin1 00 











，

对上式进行整理可得
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对 i进行求和可得
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再由引理 2即可证得命题。
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