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单形的棱长k等分面及其性质

李兴源，lihpb@qq.com

摘 要

本文把单形中面的概念推广至单形的棱长k等分面，并给出其相关性质。
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Abstract
This article extends the concept of middle section in the n-simplex to the k-equidistant sections for its
edge length and provides its related properties.
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1. 引言

定义 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所交的

2n 维单形为 ),},,...,2,1,0{,( jijiji FFjinjiF  ， 1P 、 2P 、...、 1kP 为棱 jiAA 上的 1k 个 k 等分点

)2,...( 1211   k
k
AA

APPPPA ji
jki ，用 1M 、 2M 、...、 1kM 表示 1P、 2P 、...、 1kP 分别与 jiF 所围

的 1n 维截面，则将 1M 、 2M 、...、 1kM 称作 n维单形 nAAAA ...210 关于棱 jiAA 的 k等分面。

2. 预备知识

引理 1 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij θθ  ，则：
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引理 2 n维单形 nAAAA ...210 的体积为V ，其任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、

jS ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为 jiF ， nji 0 ，则
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引理 3 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， nji 0 ，则
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引理 4 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为 jiF ，点 P在棱 jiAA 上，用M 表示 P与 jiF 所

围的 1n 维截面及其体积，设 )0,(  yx
y
x

PA
PA

j

i ， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij θθ  ， jiij FF  ，则
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证明 设截面M 与侧面 kS 相交所成的两个二面角分别为 kθ 与 kθ' ， nk 0 且 ik  、 j ，易知

πθ'θ kk  ；再设 iS 、 jS 分别与M 所夹的内二面角为 iα 与 jα ，则 ijji θαα  ；又设 iS 、 jS 分别与 P所

围的 n维单形体积分别为 iV 、 jV ，则
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由引理 2有
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即

0sinsin  jjii αySαxS 。(1)

由引理 1可得
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注意到 πθ'θ kk  ，从而对上式整理可得

MyxαySαxS jjii )(coscos  。(2)

又由 ijji θαα  ，则通过(1)2 (2)2并进行整理即可证得命题。

3. 主要结论

由引理 4即可得到

定理 1 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， iS 与 jS 所交的 2n 维单形为 jiF ， 1P、 2P 、...、 1kP 为棱 jiAA 上的 1k 个 k 等分点
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APPPPA ji
jki ，用 1M 、 2M 、...、 1kM 表示 1P、 2P 、...、 1kP 分别与 jiF 所围

的 1n 维截面及其体积， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij θθ  ， jiij FF  ，则
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在定理 1中，对 l进行求和即可得到

定理 2 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， 1M 、 2M 、...、 1kM 为 n维单形 nAAAA ...210 关于棱 jiAA 的 k等分面及其 1n 维体

积， nji 0 ， 2k ，则

k
θSSkk

k
SSkk

M ijjiji
k

l
l 3

cos)1)(1(
6

))(12)(1( 221

1

2 









。

在定理 2中，对 i、 j进行求和，再将引理 3代入即可得到

定理 3 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， ijN 为 n维单形 nAAAA ...210 关于棱 jiAA 的 1k 个 k 等分面的 1n 维体积平方和，

nji 0 ， 2k ，则
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