
反演成等圆

若反演圆圆心到两直线 𝑙1、𝑙2的距离分别是 𝑑1、𝑑2，要反演后半径相等可得

1
𝑑1

= 1
𝑑2
，

所以 𝑑1 = 𝑑2．由此可知当 𝑙1 ⫽ 𝑙2时，反演圆圆心在到与 𝑙1、𝑙2平行且等距离的直线上；当 𝑙1、𝑙2相交时，
反演圆圆心在 𝑙1、𝑙2相交成两组对顶角区域的角平分线上．
若反演圆圆心到直线 𝑙的距离是 𝑑1，到 ⊙𝑂圆心的距离是 𝑑2，⊙𝑂的半径是 𝑟，则

1
𝑑1

= ∣ 1
𝑑2 − 𝑟 − 1

𝑑2 + 𝑟∣，

由此得 2𝑑1𝑟 = 𝑑2
2 − 𝑟2 或 2𝑑1𝑟 = 𝑟2 − 𝑑2

2，若反演圆圆心在 ⊙𝑂外则取 2𝑑1𝑟 = 𝑑2
2 − 𝑟2，若反演圆圆心在

⊙𝑂内则取 2𝑑1𝑟 = 𝑟2 − 𝑑2
2．点 𝑂到 𝑙的距离是 𝑎，𝑙的方程是 𝑦 = 0，则由 2𝑑1𝑟 = 𝑑2

2 − 𝑟2、2𝑑1𝑟 = 𝑑2
2 − 𝑟2

得

𝑥2 + (𝑦 − 𝑎 − 𝑟)2 = 2𝑟(𝑟 + 𝑎)，

和

𝑥2 + (𝑦 − 𝑎 + 𝑟)2 = 2𝑟(𝑟 − 𝑎)，

这两个轨迹方程都是圆，且容易验证这两个轨迹上除 𝑙与 ⊙𝑂的交点外的所有点都满足反演后半径相等的
条件，其圆心在过点 𝑂与 𝑙垂直的直线𝑚上，设𝑚与 ⊙𝑂相交于点 𝑃，则前一轨迹点 𝑂、𝑃 在 𝑙的同侧，
后一轨迹点 𝑂、𝑃 在 𝑙的异侧．容易验证，若 𝑙与 ⊙𝑂有交点，则轨迹圆必定过这些交点．
若两已知圆 𝑂1、𝑂2的距离为 𝑎，到反演圆圆心的距离分别是 𝑑1、𝑑2，两圆半径分别是 𝑟1、𝑟2，要反

演后半径相等可得

∣ 1
𝑑1 − 𝑟1

− 1
𝑑1 + 𝑟1

∣ = ∣ 1
𝑑2 − 𝑟2

− 1
𝑑2 + 𝑟2

∣，

由此得 𝑟2𝑑2
1 − 𝑟1𝑑2

2 = 𝑟1𝑟2(𝑟1 − 𝑟2)以及 𝑟2𝑑2
1 + 𝑟1𝑑2

2 = 𝑟1𝑟2(𝑟1 + 𝑟2)，若反演圆圆心都在已知圆外或都在已
知圆内则取 𝑟2𝑑2

1 −𝑟1𝑑2
2 = 𝑟1𝑟2(𝑟1 −𝑟2)，若反演圆在一个已知圆内而在另一个已知圆外则取 𝑟2𝑑2

1 +𝑟1𝑑2
2 =

𝑟1𝑟2(𝑟1 + 𝑟2)．设两圆圆心分别是 (𝑎/2, 0)、(−𝑎/2, 0)，则由 𝑟2𝑑2
1 − 𝑟1𝑑2

2 = 𝑟1𝑟2(𝑟1 − 𝑟2)，当 𝑟1 = 𝑟2时得

𝑑1 = 𝑑2，此时反演圆圆心在两已知圆圆心连线的中垂线上；当 𝑟1 ≠ 𝑟2时得反演圆圆心得方程是

(𝑥 + 𝑎(𝑟1 + 𝑟2)
2(𝑟1 − 𝑟2))

2
+ 𝑦2 = 𝑟1𝑟2( 𝑎2

(𝑟1 − 𝑟2)2 − 1)；

由 𝑟2𝑑2
1 + 𝑟1𝑑2

2 = 𝑟1𝑟2(𝑟1 + 𝑟2)得反演圆圆心得方程是

(𝑥 + 𝑎(𝑟1 − 𝑟2)
2(𝑟1 + 𝑟2))

2
+ 𝑦2 = 𝑟1𝑟2(1 − 𝑎2

(𝑟1 + 𝑟2)2 )，

这两个轨迹方程都是圆，其圆心在直线 𝑂1𝑂2上，前一轨迹的圆心是 𝑂1𝑂2的外分点，后一轨迹的圆心是

𝑂1𝑂2的内分点，其圆心到𝑂1、𝑂2的距离比都是 𝑟1 ∶ 𝑟2，后续还要做一些讨论来判别对已知圆的位置．两

已知圆方程是

(𝑥 − 𝑎
2)

2
+ 𝑦2 = 𝑟2

1， (1)

(𝑥 + 𝑎
2)

2
+ 𝑦2 = 𝑟2

2， (2)

𝑟2(1) − 𝑟1(2)就能得到第一个圆的轨迹方程，𝑟2(1) + 𝑟1(2)就能得到第二个圆的轨迹方程，因此若两已知
圆有交点，则必定在反演圆圆心的轨迹上，也就是说除了交点以外，反演圆圆心的轨迹必定是以下四种情
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形之一：（a） 同在已知圆外，（b） 同在已知圆内，（c） 一部分同在已知圆外另一部分同在已知圆内，
（d） 在一已知圆外且在另一已知圆内，由此可知若轨迹存在，则轨迹必定是整个圆除去两已知圆的交点．
若两已知圆外离或外切，则只有第一种轨迹存在；若两已知圆相交，则两种轨迹都存在；若两圆内含或内

切，则只有第二种轨迹存在．

利用上面的结论，下面来解决一个作图问题：给定三个两两外切的圆，求作三个两两相切的圆，每个

新作的圆与两个已知的圆都相切．

先解决特殊情况下的问题，如图 1，若给定三个半径是 𝑟且两两外切的圆 𝐴、𝐵、𝐶，假设已经作出
了所要作的圆，其中一个圆的圆心是 𝐸，△𝐴𝐵𝐶 的中心是 𝑂，𝐴𝐵 的中点是 𝐷，则点 𝐸 一定在 𝐷𝑂上，

∠𝐴𝐷𝑂 = 90°，∠𝐷𝐴𝑂 = 30°，∠𝐴𝑂𝐷 = 60°．设 𝐸𝑂 = 𝑥，则 𝐴𝐸 = 𝑟 +
√

3
2 𝑥，𝐴𝑂 = 2√

3𝑟，由余弦定理

得 𝐸𝑂2 + 𝐴𝑂2 − 2 ⋅ 𝐸𝑂 ⋅ 𝐴𝑂 ⋅ cos∠𝐴𝑂𝐷 = 𝐴𝐸2，即

𝑥2 + ( 2√
3𝑟)

2
− 2 ⋅ 𝑥 ⋅ 2√

3𝑟 ⋅ cos 60° = (𝑟 +
√

3
2 𝑥)

2

，

解这个方程得

𝑥 = (10
3

√
3 ± 4

√
2)𝑟，

图 1是上式取“−”的情形，而上式取“+”的情形就是给定图 1中的三个小圆作出三个大圆的情形．根
据这个结果我们就能作图．

若给定 ⊙𝐴、⊙𝐵、⊙𝐶，其半径分别是 𝑟𝐴、𝑟𝐵、𝑟𝐶，根据上面的结论，如图 2，作线段 𝐴𝐵 的外分
点 𝐷 使 𝐴𝐷 ∶ 𝐵𝐷 = 𝑟𝐴 ∶ 𝑟𝐵，以点 𝐷 为圆心作圆使其过 ⊙𝐴、⊙𝐵 的切点，作线段 𝐵𝐶 的外分点 𝐸 使
𝐵𝐸 ∶ 𝐶𝐸 = 𝑟𝐵 ∶ 𝑟𝐶，以点 𝐸 为圆心作圆使其过 ⊙𝐵、⊙𝐶 的切点，所作的两圆相交于点 𝐹、𝐺，其中点
𝐹 在△𝐴𝐵𝐶 外，点 𝐺在△𝐴𝐵𝐶 内，则以点 𝐹、𝐺为反演圆圆心的圆能把 ⊙𝐴、⊙𝐵、⊙𝐶 反演为三个两
两外切的圆，利用上面的特例作出三个所求的圆后再把这三个圆反演就能得到解，特例中取“−”的情形，
以点 𝐹 为反演圆圆心得到的解如图 3，以点 𝐺为反演圆圆心得到的解如图 4．
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑂𝐸

图 1
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝐺

图 2

𝐴

𝐵 𝐶

图 3
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𝐴

𝐵 𝐶

图 4
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