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1 非退化圆锥曲线几何量的几何作图法

若已给定非退化圆锥曲线，下面讨论如何用几何作图法作出它们的中心、顶点、主轴、渐近线、焦点、

准线．

有心圆锥曲线

第一步：确定中心

在圆锥曲线上任取三点 𝐴、𝐵、𝐶，过点 𝐴作与 𝐵𝐶 平行的弦 𝐴𝐴′，过点 𝐶 作与 𝐴𝐵平行的弦 𝐶𝐶′，

分别作弦 𝐴𝐵、𝐶𝐶′、𝐵𝐶、𝐴𝐴′ 的中点 𝑃、𝑃 ′、𝑄、𝑄′，则直线 𝑃𝑃 ′ 和直线 𝑄𝑄′ 的交点 𝑂就是圆锥曲
线的中心（图 1）．
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第二步：确定主轴和顶点

以圆锥曲线的中心𝑂为圆心，适当大小为半径作圆，与圆锥曲线相交于点𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，分别作𝐴𝐵、
𝐵𝐶、𝐶𝐷、𝐷𝐴的中点 𝐸、𝐹、𝐺、𝐻，则直线 𝐸𝐺、𝐹𝐻 就是圆锥曲线的主轴，主轴与圆锥曲线的交点就
是圆锥曲线的顶点（图 2）．

第三步：确定渐近线和焦点

对于椭圆，以短轴的一个顶点 𝐵为圆心，以长半轴长为半径作圆交长轴于点 𝐹、𝐹 ′，则点 𝐹、𝐹 ′就

是椭圆的焦点（图 3）．

对于双曲线，首先需要确定虚半轴的长度．若双曲线是
𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1，若点𝐷(𝑥0, 𝑏)在双曲线上，则
𝑥0 = ±

√
2𝑎，由此得双曲线的渐近线和焦点的作图方法．以双曲线的一实轴顶点 𝐴为圆心，实半轴长为

半径作圆，交过点 𝐴且与虚轴平行的直线于点 𝐵；以双曲线中心 𝑂为圆心，𝑂𝐵 为半径作圆交射线 𝑂𝐴
于点 𝐶；过点 𝐶 作虚轴的平行线，交双曲线于点𝐷、𝐷′；分别过点𝐷、𝐷′作实轴的平行线，两平行线分
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别交直线 𝐴𝐵于点 𝐸、𝐸′；以点 𝑂为圆心，𝑂𝐸为半径作圆，交实轴于点 𝐹、𝐹 ′，则直线 𝑂𝐸、𝑂𝐸′就是

双曲线的渐近线，点 𝐹、𝐹 ′就是双曲线的焦点（图 4）．
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第四步：确定准线

设点 𝐴是长轴或实轴的一个顶点，在短轴或虚轴圆锥曲线中心 𝑂的一侧分别作点 𝐵、𝐶，使 𝑂𝐵长
度为长半轴长或实半轴长，𝑂𝐶 为半焦距，过点 𝐵作 𝐴𝐶 的平行线交长轴或实轴于点 𝑃，点 𝑃 关于点 𝑂
的对称点是点 𝑃 ′，则过点 𝑃、𝑃 ′且与短轴或虚轴平行的直线就是圆锥曲线的准线（图 5）．
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抛物线

第一步：确定主轴和顶点

在抛物线上取两平行弦 𝐴𝐵、𝐶𝐷，分别作其中点 𝑃、𝑃 ′，在直线 𝑃𝑃 ′位于抛物线内的一段取一点𝑄，
过点𝑄作直线 𝑃𝑃 ′的垂线，交抛物线于点 𝐸、𝐹，作 𝐸𝐹 的中点𝐺，过𝐺作 𝑃𝑃 ′的平行线交抛物线于点

𝑂，则直线 𝑂𝐺就是抛物线的主轴，点 𝑂就是抛物线的顶点（图 6）．
第二步：确定焦点和准线

设抛物线的顶点是 𝑂，要确定抛物线的焦点，我们先确定一条特殊的直线，设抛物线的方程是 𝑦2 =
2𝑝𝑥，点 𝐶(𝑝

2 , 𝑦0)在抛物线上，那么就有 𝑦0 = ±𝑝，即直线 𝑂𝐶 的斜率是 ±2，由此得确定抛物线焦点的
方法．在抛物线的主轴包含在抛物线内部的部分取一点 𝐴，过点 𝐴作主轴的垂线；在垂线上取一点 𝐵，使
|𝐴𝐵| = 2|𝑂𝐴|；直线 𝑂𝐵与抛物线交于另一点 𝐶；过点 𝐶 作主轴的垂线，交主轴于点 𝐹，则点 𝐹 就是抛
物先得焦点．点 𝐹 关于点𝑂的对称点是𝐷，则过点𝐷作主轴的垂线，这条垂线就是抛物线的准线（图 7）．

圆锥曲线的切线

以下讨论圆锥曲线切线的作图方法．
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过圆锥曲线上一点作圆锥曲线的切线

由 Pascal定理，若给定圆锥曲线和圆锥曲线上的点 𝑃，过点 𝑃 作圆锥曲线的切线的作图步骤（图 8）：
第一步：在点 𝑃 两侧分别取四点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷；
第二步：作直线 𝐴𝐵、𝐶𝑃 的交点 𝐸，作直线 𝐶𝐷、𝐵𝑃 的交点 𝐹；
第三步：作直线 𝐴𝐷、𝐸𝐹 的交点 𝑄．

直线 𝑃𝑄就是所求的切线，若第二步、第三步要作的交点不存在，则调整下点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷的位置．
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过圆锥曲线外一点作圆锥曲线的切线

由极线性质，若给定圆锥曲线和圆锥曲线外的点 𝑃，过点 𝑃 作圆锥曲线的切线的作图步骤（图 9）：
第一步：任取两条过点 𝑃 的直线，交圆锥曲线于点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷；
第二步：作直线 𝐴𝐶、𝐵𝐷的交点 𝐸，作直线 𝐴𝐷、𝐵𝐶 的交点 𝐹；
第三步：作直线 𝐸𝐹 交圆锥曲线于点 𝑄、𝑄′．

直线 𝑃𝑄、𝑃𝑄′就是所求的切线，若第二步要作的交点不存在，则调整下点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷的位置．

已知切线方向作圆锥曲线的切线

作给定方向和圆锥曲线的切线作图步骤（图 10）：
第一步：作任意两条与方向平行的割线 𝐴𝐵、𝐶𝐷；
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第二步：分别取 𝐴𝐵、𝐶𝐷的中点 𝐸、𝐹，直线 𝐸𝐹 与圆锥曲线的交点就是切点，过切点作直线与方
向平行，这些直线就是所求的切线．
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2 已知圆锥曲线上五元素（点或切线）作圆锥曲线

下面讨论已知圆锥曲线上五元素（点或切线）时作圆锥曲线的方法，着重讨论如何作出焦点和抛物线

的准线．

共点线束和共底点列射影变换的二重元素作图法

若给定线束 𝑆(𝑎, 𝑏, 𝑐)和线束 𝑆(𝑎′, 𝑏′, 𝑐′)（图 11），这两个线束的二重直线的作图方法如下：
第一步：过点 𝑆 作一圆 𝑐1，使 𝑐1分别与 𝑎、𝑏、𝑐、𝑎′、𝑏′、𝑐′相交于点 𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐴′

1、𝐵′
1、𝐶′

1；

第二步：作直线 𝐴1𝐵′
1与直线 𝐴′

1𝐵1的交点 𝑃；
第三步：作直线 𝐴1𝐶′

1与直线 𝐴′
1𝐶1的交点 𝑄；

第四步：作直线 𝑃𝑄与 𝑐1的交点 𝐷1、𝐸1（也有可能只有一个交点或无交点）；

第五步：直线 𝑆𝐷1和直线 𝑆𝐸1就是所求线束的二重直线．

若给定点列 𝑠(𝐴, 𝐵, 𝐶)和点列 𝑠(𝐴′, 𝐵′, 𝐶′)（图 11），这两个点列的二重点的作图方法如下：
第一步：在直线 𝑠外任取一点 𝑆，设直线 𝑆𝐴、𝑆𝐵、𝑆𝐶、𝑆𝐴′、𝑆𝐵′、𝑆𝐶′分别是直线 𝑎、𝑏、𝑐、𝑎′、

𝑏′、𝑐′，且 𝑎与 𝑎′、𝑏与 𝑏′、𝑐与 𝑐′均不互相垂直；

第二步：利用作线束 𝑆(𝑎, 𝑏, 𝑐)和线束 𝑆(𝑎′, 𝑏′, 𝑐′)二重直线的方法作出二重直线 𝑑 和 𝑒（有可能只有
一条二重直线或无二重直线）；

第三步：𝑠、𝑑的交点 𝐷和 𝑠、𝑒的交点 𝐸 就是所求点列的二重点．
对于对合变换，可利用上面的方法作出二重元素．线束 𝑆(𝑎, 𝑏)和线束 𝑆(𝑎′, 𝑏′)是对合变换中的两对

对应直线，那么选取线束线束 𝑆(𝑎, 𝑏, 𝑏′)和线束 𝑆(𝑎′, 𝑏′, 𝑏)，再运用上面的作图方法即可（图 12）；点列
𝑠(𝐴, 𝐵)和点列 𝑠(𝐴′, 𝐵′)是对合变换中的两对对应点，那么选取线束点列 𝑠(𝐴, 𝐵, 𝐵′)和线束 𝑠(𝐴′, 𝐵′, 𝐵)，
再运用上面的作图方法即可（图 12）．

已知圆锥曲线上五点作切线

若给定圆锥曲线上的五点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸，根据 Pascal定理，过点 𝐴的切线与直线 𝐶𝐷的交点 𝑉、
直线 𝐵𝐶 与直线 𝐸𝐴的交点 𝑇、直线 𝐴𝐵与直线 𝐷𝐸 的交点 𝑈 这三点共线（图 13），由此得求过点 𝐴切
线的作图法：

第一步：作直线 𝐵𝐶 与直线 𝐸𝐴的交点 𝑇、直线 𝐴𝐵与直线 𝐷𝐸 的交点 𝑈 这三点共线；
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第二步：作直线 𝐶𝐷与直线 𝑇 𝑈 的交点 𝑉；
第三步：直线 𝐴𝑉 就是所求的切线．
重复上述作图，便可作出所有切线（图 14）．

已知圆锥曲线上五切线作切点

若给定切线𝐴′𝐵′、𝐵′𝐶′、𝐶′𝐷′、𝐷′𝐸′、𝐸′𝐴′，设切线 𝐸′𝐴′与圆锥曲线的切点是𝐴，根据 Brianchon
定理，直线 𝐴′𝐷′、𝐵′𝐸′、𝐶′𝐴交于点 𝑃（图 15），由此得求切线 𝐸′𝐴′与圆锥曲线的切点的作图法：

第一步：作直线 𝐴′𝐷′与直线 𝐵′𝐸′的交点 𝑃；
第二步：作直线 𝐶′𝑃 与直线 𝐸′𝐴′的交点 𝐴；
第三步：点 𝐴就是所求的切点．
重复上述作图，便可作出所有切点（图 16）．
由上面的作图方法可知，只要给定圆锥曲线上的五点，则过这五点的切线能作图确定的；给定圆锥曲

线上的五切线，则这五条切线的切点也能作图确定．

已知圆锥曲线上四点和过其中一点的切线作圆锥曲线上的第五点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷和过点 𝐷的切线 𝑡（图 17），利用 Pascal定理作出圆锥曲线
上第五点的方法如下：

第一步：作直线 𝐴𝐵和直线 𝑡的交点 𝑇；
第二步：过点 𝐴作任意一条不过点 𝐵、𝐶、𝐷且不与直线 𝐶𝐷平行的直线，作该直线与直线 𝐶𝐷的

交点 𝑈；
第三步：作直线 𝐵𝐶 与直线 𝑇 𝑈 的交点 𝑉；
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第四步：直线 𝐴𝑈 与直线 𝐷𝑉 的交点 𝐸 就是所求圆锥曲线上的第五点．

已知圆锥曲线上四切线和其中一切线上的切点作圆锥曲线上的第五条切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3、𝑡4和 𝑡4上的切点 𝐴（图 18），利用 Brianchon定理作出圆锥
曲线上第五条切线的方法如下：

第一步：过 𝑡1、𝑡2的交点 𝑋 和点 𝐴作直线；
第二步：过 𝑡3、𝑡4的交点 𝑍 作任一不过 𝑡2、𝑡3的交点 𝑌、不与直线 𝑡4重合、不与直线𝑋𝐴平行的直

线，该直线交 𝑡1于点 𝑈；
第三步：作直线 𝑋𝐴与 𝑍𝑈 的交点 𝑃；
第四步：作直线 𝑌 𝑃 与 𝑡4的交点 𝑉，直线 𝑈𝑉 就是所求圆锥曲线的第五条切线．
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已知圆锥曲线上四点和不过任意一点的切线作圆锥曲线上的第五点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷和不过以上点的切线 𝑡（图 19），利用 Desarges对合定理作
出圆锥曲线上第五点的方法如下：

第一步：分别作直线 𝐴𝐵、𝐶𝐷、𝐵𝐶、𝐷𝐴与直线 𝑡的交点 𝑇、𝑇 ′、𝑈、𝑈 ′；

第二步：点列 𝑡(𝑇 , 𝑇 ′)和点列点列 𝑡(𝑈, 𝑈 ′)的对合二重点 𝐸 或 𝐸1就是所求圆锥曲线上的第五点．

由于点列的对合二重点可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有两条、一条或者不存在．

已知圆锥曲线上四切线和不在任一切线上的点作圆锥曲线上的第五条切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3、𝑡4和不在以上任一切线上的点 𝐴（图 20），利用 Desarges对
合定理作出圆锥曲线上第五条切线的方法如下：

第一步：分别作直线 𝑡1与 𝑡2、直线 𝑡2与 𝑡3、直线 𝑡3与 𝑡4、直线 𝑡4与 𝑡1的交点𝑊、𝑋、𝑌、𝑍；
第二步：作线束 𝐴(𝐴𝑊, 𝐴𝑌 )和线束 𝐴(𝐴𝑋, 𝐴𝑍)的对合二重线 𝑡5、𝑡6，𝑡5、𝑡6就是所求圆锥曲线的第

五条切线．

由于线束的对合二重线可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有两条、一条或者不存在．

已知圆锥曲线上三点和过其中两点的切线作圆锥曲线上的第四、第五点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶 和分别过点 𝐴、𝐵的切线 𝑡1、𝑡2（图 21），利用 Pascal定理作出
圆锥曲线上第四、第五点的方法如下：

第一步：作直线 𝐵𝐶 与 𝑡1的交点 𝑇；
第二步：在直线 𝑡2上任取不在直线 𝐴𝐶 上的一点 𝑈，连直线 𝑇 𝑈；
第三步：作直线 𝐴𝐵与 𝑇 𝑈 的交点 𝑉；
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𝐴𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐸1

𝑇

𝑇 ′

𝑈

𝑈′

𝑡

图 19

𝐴

𝑊

𝑋

𝑌

𝑍

𝑡1

𝑡2

𝑡3

𝑡4

𝑡5

𝑡6

图 20

第四步：作直线 𝐴𝑈 与 𝐶𝑉 的交点 𝐷，点 𝐷就是圆锥曲线上的第四点；
第五步：按上述步骤（虚线）作出圆锥曲线上的第五点 𝐸．

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷𝐸

𝑇

𝑈

𝑉

𝑡1

𝑡2

图 21

𝐴

𝐵

𝑋

𝑌

𝑍

𝑇

𝑈𝑇1

𝑉1

𝑉

𝑡1

𝑡2

𝑡3

图 22

已知圆锥曲线上三切线和其中两切线的切点作圆锥曲线上的第四、第五条切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3 和 𝑡1、𝑡2 的切点 𝐴、𝐵（图 22），利用 Brianchon定理作出圆
锥曲线上第四、第五条切线的方法如下（设 𝑡2、𝑡3相交于点𝑋，𝑡3、𝑡1相交于点 𝑌，𝑡1、𝑡2相交于点 𝑍．）：
第一步：作直线 𝐴𝑌；
第二步：在直线 𝑡1上任取不与点 𝐴、𝑌、𝑍 重合的点 𝑇，作直线 𝐵𝑇；
第三步：作直线 𝐴𝑋 与 𝐵𝑇 的交点 𝑈；
第四步：作直线 𝑍𝑈 与 𝑡3的交点 𝑉，直线 𝑇 𝑉 就是圆锥曲线上的第四条切线；
第五步：按上述步骤（虚线）作出圆锥曲线上的第五条切线 𝑇1𝑉1．
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已知圆锥曲线上三点、过其中一点的切线和不过任一点的切线作圆锥曲线上的第四、第五点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶、过点 𝐴的切线 𝑡1 和不过以上任意点的切线 𝑡2（图 23），利用
Desarges对合定理作出圆锥曲线上第四、第五点的方法如下：
第一步：作 𝑡1、𝑡2的交点 𝑋，连直线 𝑋𝐵、𝑋𝐶；
第二步：作 𝐵𝐶 与 𝑡1的交点 𝑇，𝐵𝐶 与 𝑡2的交点 𝑈；
第三步：作点列 𝐵𝐶(𝐵, 𝐶)和点列 𝐵𝐶(𝑇 , 𝑈)的对合二重点 𝑉、𝑉1；

第四步：直线 𝐴𝑉（或 𝐴𝑉1）与 𝑡2的交点 𝐷（或 𝐷1）就是 𝑡2的切点；

第五步：再利用之前已讨论过的情形便可做出圆锥曲线的第五点．

由于点列的对合二重点可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有两条、一条或者不存在．

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷
𝐷1

𝑇

𝑈

𝑉

𝑉1

𝑋

𝑡1

𝑡2

图 23

𝐴

𝐵

𝑇

𝑈

𝑈1𝑡1

𝑡2

𝑡3

图 24

已知圆锥曲线上三切线、其中一切线的切点和不在任一切线上的点作圆锥曲线上的第四、第

五条切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3，𝑡1 的切点 𝐴 和不在以上任一切线上的点 𝐵（图 24），利用
Desarges对合定理作出圆锥曲线上第四、第五条切线的方法如下：
第一步：作直线 𝑡2、𝑡3的交点 𝑇，连直线 𝑇 𝐴、𝑇 𝐵；
第二步：作线束 𝑇 (𝑇 𝐴, 𝑇 𝐵)和线束 𝑇 (𝑡2, 𝑡3)的对合二重线，交 𝑡1于点 𝑈 和 𝑈1；

第三步：直线 𝐵𝑈（或直线 𝐵𝑈1）圆锥曲线的第四条切线；

第四步：再利用之前已讨论过的情形便可做出圆锥曲线的第五条切线．

由于线束的对合二重线可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有两条、一条或者不存在．

已知圆锥曲线上三点和不过任一点的两切线作圆锥曲线上的第四、第五点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶 和不过以上任意点的切线线 𝑡1、𝑡2（图 25），利用 Desarges对合
定理作出圆锥曲线上第四、第五点的方法如下：

第一步：作 𝑡1、𝑡2的交点 𝑋，连直线 𝑋𝐴、𝑋𝐵；
第二步：作 𝐴𝐵与 𝑡1的交点 𝑇，𝐴𝐵与 𝑡2的交点 𝑈；
第三步：作点列 𝐴𝐵(𝐴, 𝐵)和点列 𝐴𝐵(𝑇 , 𝑈)的对合二重点 𝑉、𝑉1；

第四步：连直线 𝑋𝐴、𝑋𝐶；
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第五步：作 𝐴𝐶 与 𝑡1的交点 𝑇1，𝐴𝐶 与 𝑡2的交点 𝑈1；

第六步：作点列 𝐴𝐶(𝐴, 𝐶)和点列 𝐴𝐶(𝑇1, 𝑈1)的对合二重点𝑊、𝑊1；

第七步：直线 𝑉 𝑊 与直线 𝑡1、𝑡2的交点𝐷、𝐸 （或直线 𝑉 𝑊1与直线 𝑡1、𝑡2的交点𝐷1、𝐸1，或直线

𝑉1𝑊 与直线 𝑡1、𝑡2的交点𝐷2、𝐸2，或直线 𝑉1𝑊1与直线 𝑡1、𝑡2的交点𝐷3、𝐸3）就是所求圆锥曲线上的

第四、第五点．

由于点列的对合二重点可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有四条、两条、一条或者

不存在．

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸𝐷1

𝐸1

𝐷2

𝐸2

𝐷3

𝐸3

𝑋

𝑇

𝑈

𝑇1

𝑈1

𝑉

𝑉1

𝑊

𝑊1

𝑡1

𝑡2

图 25

𝐴

𝐵

𝑋

𝑌

𝑍

𝑇

𝑇1

𝑇2

𝑇3

𝑡1

𝑡2 𝑡3
𝑚1

𝑚2

𝑛1

𝑛2

图 26

已知圆锥曲线上三切线和不在任一切线上的两点作圆锥曲线上的第四、第五条切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3和不在以上任一切线上的点 𝐴、𝐵（图 26），利用 Desarges对
合定理作出圆锥曲线上第四、第五条切线的方法如下（设 𝑡2、𝑡3相交于点 𝑋，𝑡3、𝑡1相交于点 𝑌，𝑡1、𝑡2
相交于点 𝑍．）：
第一步：连直线 𝑋𝐴、𝑋𝐵；
第二步：作线束 𝑋(𝑋𝐴, 𝑋𝐵)和线束 𝑋(𝑡2, 𝑡3)的对合二重线𝑚1、𝑚2；

第三步：连直线 𝑌 𝐴、𝑌 𝐵；
第四步：作线束 𝑌 (𝑌 𝐴, 𝑌 𝐵)和线束 𝑌 (𝑡1, 𝑡3)的对合二重线 𝑛1、𝑛2；

第五步：作直线𝑚1、𝑛1的交点 𝑇，𝑚1、𝑛2的交点 𝑇1，𝑚2、𝑛1的交点 𝑇2，𝑚2、𝑛2的交点 𝑇3，则直

线 𝐴𝑇、𝐵𝑇（或直线 𝐴𝑇1、𝐵𝑇1，或直线 𝐴𝑇2、𝐵𝑇2，或直线 𝐴𝑇3、𝐵𝑇3）就是所求圆锥曲线的第四、第

五条切线．

由于线束的对合二重线可能有两个、一个或不存在，因此所求圆锥曲线可能有四条、两条、一条或者

不存在．

作椭圆、双曲线的中心或抛物线轴的方向

设已作出圆锥曲线上五点𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸以及分别以上述点为切点的切线𝐸′𝐴′、𝐴′𝐵′、𝐵′𝐶′、𝐶′𝐷′、

𝐴′𝐸′．设 𝐴𝐵的中点是𝑀1，𝐵𝐶 的中点是𝑀2．若过五点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸的圆锥曲线是椭圆或双曲线，
则直线 𝐴′𝑀1 和直线 𝐵′𝑀2 过其中心 𝑂（图 27）；若过五点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸 的圆锥曲线是抛物线（图
28），则直线 𝐴′𝑀1 和直线 𝐵′𝑀2 平行于抛物线的轴，由此得作椭圆、双曲线的中心或抛物线轴的方向的

作图法：
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𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐸

𝐴′

𝐵′

𝐶′

𝐷′
𝐸′

𝑀1
𝑀2

𝑂

图 27

𝐴𝐵

𝐶 𝐷
𝐸

𝐴′

𝐵′
𝐶′

𝐷′
𝐸′

𝑀1𝑀2

图 28

第一步：作 𝐴𝐵的中点𝑀1，𝐵𝐶 的中点𝑀2；

第二步：若直线 𝐴′𝑀1 和直线 𝐵′𝑀2 相交于点 𝑂，则点 𝑂就是所求的椭圆或双曲线的中心；若直线
𝐴′𝑀1和直线 𝐵′𝑀2平行，则直线 𝐴′𝑀1或直线 𝐵′𝑀2就是所求的抛物线轴的方向．

作椭圆或双曲线的一条直径及与此直径共轭方向平行的一弦

𝐴

𝐵
𝐴′

𝐸′

𝑂
𝑀𝐴1

𝐵1

图 29

𝐴

𝐵

𝐴′

𝐸′
𝑂 𝑀𝐴1

𝐵1

图 30

设点 𝐴、𝐵是椭圆或双曲线上两点，直线 𝐸′𝐴′是过点 𝐴的椭圆或双曲线的切线，椭圆或双曲线的中
心是 𝑂，作椭圆或双曲线的一条直径及与此直径共轭方向平行的一弦的作图法：

第一步：作点 𝐴关于点 𝑂的对称点 𝐴1，𝐴𝐴1就是所求的直径；

第二步：过点 𝐵作直线平行于直线 𝐸′𝐴′交直线 𝐴𝐴1于点𝑀；
第三步：作点 𝐵关于点𝑀 的对称点 𝐵1，𝐵𝐵1就是所求的弦．

若点𝑀 在 𝐴𝐴1 内（图 29），则所要作的圆锥曲线是椭圆；若点𝑀 在 𝐴𝐴1 外（图 30），则所要作的圆锥
曲线是双曲线．

已知椭圆一条直径及与此直径共轭方向平行的一弦作此椭圆

如图 31，设已知椭圆的一直径 𝐴𝐴1 以及与直径 𝐴𝐴1 的共轭方向平行的弦 𝐵𝐵1，椭圆的中心是 𝑂，
𝐴𝐴1与 𝐵𝐵1相交于点𝑀，椭圆的主轴分别是 𝑃1𝑃2、𝑄1𝑄2．因为任何椭圆都可以由圆通过仿射变换得到，

设这个椭圆是由以点𝑂为圆心，𝑂𝐴为半径的圆通过仿射变换得到的，𝑂𝐴 = 𝑂𝐶1，则 𝑃1𝑃2是∠𝐴𝑂𝐶1的

角平分线，由仿射变换的性质知△𝐵𝐵2𝐵3与△𝐶1𝐶2𝐶3、△𝐵𝐵2𝐷′
1与△𝑃1𝐷1𝑂、△𝐵𝐵2𝐸′

1与△𝑄1𝐸1𝑂
分别都是位似的，由此得椭圆的作图法：

第一步：以点 𝑂为圆心，𝑂𝐴为半径作 ⊙𝑂；
第二步：过点𝑀 作 𝐴𝐴1的垂线，交 ⊙𝑂于点 𝐵2、𝐵3；

第三步：作 𝐵𝐵3的垂直平分线，交直线 𝐴𝐴1于点 𝑂′；

第四步：过点 𝑂作 𝐵𝑂′的平分线，交 ⊙𝑂于点 𝐶1，且点 𝐵、𝐶1在直线 𝐴𝐴1同侧；

第五步：作 ∠𝐴𝑂𝐶1 的角平分线 𝑙1（直线 𝑃1𝑃2），过点 𝑂作 𝑙1 的垂线 𝑙2（直线 𝑄1𝑄2），𝑙1、𝑙2 就是
椭圆的两主轴；
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𝐴
𝐴1

𝐵

𝐵1

𝐵2

𝐵3

𝑂
𝑀

𝑂′

𝑀′

𝐶1

𝐶2

𝐶3

𝐷′
1

𝐷1

𝑃1

𝑃2

𝐸′
1

𝐸1

𝑄1

𝑄2

图 31

第六步：过点 𝐵作 𝑙1的平行线，交直线 𝐴𝐴1于点 𝐷′
1；

第七步：过点𝑂作𝐵2𝐷′
1的平行线，交⊙𝑂于点𝐷1，且点𝐵、𝐷1在直线𝐴𝐴1同侧，过点𝐷1作𝐵𝐵2

的平行线，交 𝑙1于点 𝑃1，作点 𝑃1关于点 𝑂的对称点 𝑃2，点 𝑃1、𝑃2就是椭圆一主轴的两端点；

第八步：过点 𝐵作 𝑙2的平行线，交直线 𝐴𝐴1于点 𝐸′
1；

第九步：过点 𝑂作 𝐵2𝐸′
1的平行线，交⊙𝑂于点 𝐸1，且点 𝐵、𝐸1在直线 𝐴𝐴1同侧，过点 𝐸1作 𝐵𝐵2

的平行线，交 𝑙2于点 𝑄1，作点 𝑄1关于点 𝑂的对称点 𝑄2，点 𝑄1、𝑄2就是椭圆另一主轴的两端点．

作出椭圆的两主轴的四端点后，椭圆的焦点就能确定，整个椭圆就能用椭圆的定义去作图了．

已知双曲线一条直径及与此直径共轭方向平行的一弦作此双曲线

如图 32，设已知双曲线的一直径 𝐴𝐴1 以及与直径 𝐴𝐴1 的共轭方向平行的弦 𝐵𝐵1，双曲线的中心是

𝑂，𝐴𝐴1与 𝐵𝐵1相交于点𝑀，双曲线的基本矩形是 𝑄1𝑄2𝑄3𝑄4．双曲线的实轴是两渐近线含双曲线的那

部分角的平分线，设直径 𝐴𝐴1 的基本平行四边形是 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4，则矩形 𝑄1𝑄2𝑄3𝑄4 的面积与平行四边形

𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4的面积相等，因为任何双曲线都是由等轴双曲线经过仿射变换得到的，设该双曲线是由以点 𝐴、
𝐴1 为实轴端点的等轴双曲线经仿射变换得到的，由仿射变换的性质知△𝑀𝐵𝐵2 和△𝑀𝐶1𝐶′

1 是位似的，

由此得双曲线的作图法：

第一步：过点 𝑀 作直线 𝐴𝐴1 的垂线，在垂线上取两点 𝐵2、𝐶′
1，使 |𝑀𝐵2| = √|𝑂𝑀|2 − |𝑂𝐴|2，

|𝑀𝐶′
1| = |𝑂𝑀|；
第二步：过点 𝐶′

1 作直线 𝐵𝐵2 的平行线，交直线 𝐵𝐵1 于点 𝐶1，作点 𝐶1 关于点𝑀 的对称点 𝐶2，直

线 𝑂𝐶1、𝑂𝐶2就是双曲线的渐近线；

第三步：作直线 𝑂𝐶1、𝑂𝐶2含点 𝐴的部分及其对顶角的平分线 𝑙（直线 𝑃1𝑃2），𝑙就是双曲线的实轴；
第四步：过点 𝐴作直线 𝐵𝐵1 的平行线，交直线 𝑂𝐶1 于点 𝑉1，过点 𝑉1 作直线 𝐴𝐴1 的垂线，交直线

𝐴𝐴1于点 𝑉 ′
1；

第五步：过点 𝐶1作 𝑙的垂线，交 𝑙于点 𝐷1；
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𝑂 𝑀𝐴𝐴1

𝐵

𝐵1

𝐵2

𝐶1

𝐶′
1

𝐶2

𝐷1

𝑉1𝑉2

𝑉3

𝑉4
𝑉 ′

1𝑃1

𝑃2

𝑄1

𝑄2

𝑄3

𝑄4

图 32

第六步：在 𝑙上取一点 𝑃1，使 |𝑂𝑃1| = |𝑂𝐷1| ⋅ √ |𝑂𝐴| ⋅ |𝑉 ′
1 𝑉1|

|𝑂𝐷1| ⋅ |𝐷1𝐶1|，作点 𝑃1关于点 𝑂的对称点 𝑃2，点

𝑃1、𝑃2就是双曲线实轴的两端点；

第七步：过点 𝑃1、𝑃2作 𝑙的垂线，交直线 𝑂𝐶1、𝑂𝐶2于点𝑄1、𝑄2、𝑄3、𝑄4，四边形𝑄1𝑄2𝑄3𝑄4就

是双曲线的基本矩形．

作出双曲线的基本矩形后，双曲线的焦点就能确定，整个双曲线就能用双曲线的定义去作图了．

已知抛物线上三点以及轴的方向作抛物线

如图 33，设已知抛物线上的点𝐴、𝐵、𝐶以及轴的方向 𝑙，抛物线的交点到准线的距离是 𝑝，弦𝐴1𝐵1⫽𝐴𝐵，
𝐴𝐵的中点是𝑀1，𝐴𝐶 的中点是𝑀2，过点𝑀2且垂直于 𝑙的直线交抛物线的轴于点 𝑆，𝐴𝐶 的垂直平分线
交抛物线的轴于点 𝑇，𝐴1𝐵1的中点是𝑀，则𝑀𝑇 ⟂ 𝐴1𝐵1，𝑀𝑀1 ⫽ 𝑙，点 𝐴到抛物线轴的垂足是 𝑈，过
点 𝐴抛物线的法线交抛物线于点 𝑉，过点 𝐴抛物线的切线交抛物线于点𝑊，则 |𝑆𝑇 | = |𝑈𝑉 | = 𝑝，𝑉 𝑊
的中点 𝑃 就是抛物线的焦点，由此得抛物线的作图法：

第一步：作 𝐴𝐵的中点𝑀1，作 𝐴𝐶 的中点𝑀2；

第二步：过点𝑀1作 𝑙的平行线，过点𝑀2作 𝑙的垂线，作两直线的交点𝑀；
第三步：过点𝑀 作直线 𝐴𝐵的垂线，过点𝑀2作直线 𝐴𝐶 的垂线，作两直线的交点 𝑇；
第四步：过点 𝑇 作 𝑙的平行线 𝑙（直线 𝑃 𝑃 ′），𝑙就是抛物线的轴；
第五步：作直线𝑀2𝑀 与 𝑙的交点 𝑆；
第六步：作点 𝐴在 𝑙上的垂足 𝑈，在 𝑙上取点 𝑉，使 #    »𝑈𝑉 = #   »𝑆𝑇；
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𝐴

𝐵

𝐶

𝐴1

𝐵1

𝑀𝑀1

𝑀2

𝑆 𝑇𝑈 𝑉𝑊 𝑃𝑃 ′

𝑙

图 33

第七步：过点 𝐴作直线 𝐴𝑉 的垂线，作其与 𝑙的交点𝑊；
第八步：作𝑊𝑉 的中点 𝑃，点 𝑃 就是抛物线的焦点；
第九步：在 𝑙上取点 𝑃 ′，使

#     »𝑃 ′𝑃 = #   »𝑆𝑇，过点 𝑃 ′作 𝑙的垂线，这条直线就是抛物线的准线．
作出抛物线的焦点和准线后便可便可用抛物线的定义作图．

已知抛物线上四点作抛物线

如图 34，设已知抛物线上的点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷，直线 𝐴𝐵与 𝐶𝐷相交于点 𝑂，抛物线的轴分别交 𝐴𝐵、

𝐶𝐷相交于点 𝑃、𝑄，则 |𝑂𝐴| ⋅ |𝑂𝐵|
|𝑂𝐶| ⋅ |𝑂𝐷| = |𝑂𝑃 |2

|𝑂𝑄|2，因此在直线 𝐴𝐵上取点 𝑈 使 |𝑂𝑈| = √|𝑂𝐴| ⋅ |𝑂𝐵|，在

直线 𝐶𝐷上取点 𝑉 使 |𝑂𝑉 | = √|𝑂𝐶| ⋅ |𝑂𝐷|，则直线 𝑈𝑉 的方向就是抛物线轴的方向，这样就转化成已
知抛物线上三点以及轴的方向作抛物线的作图．一般满足条件的抛物线有两条，轴的方向分别对应 𝑈𝑉 和
𝑈𝑉 ′．

已知抛物线上四切线作抛物线

如图 35，设已知抛物线上的切线 𝑙1、𝑙2、𝑙3、𝑙4，𝑙1与 𝑙2相交于点 𝐴，𝑙1与 𝑙3相交于点 𝐵，𝑙1与 𝑙4相
交于点 𝐶，𝑙2与 𝑙3相交于点𝐷，𝑙2与 𝑙4相交于点 𝐸，𝑙3与 𝑙4相交于点 𝐹，则△𝐴𝐵𝐷、△𝐴𝐶𝐸、△𝐵𝐶𝐹、
△𝐷𝐸𝐹 的外接圆相交于抛物线的焦点 𝑃，点 𝑃 关于 𝑙1、𝑙2、𝑙3、𝑙4 的对称点都在抛物线的准线上，由此
得抛物线的作图法：

第一步：作△𝐴𝐵𝐷和△𝐴𝐶𝐸 的外接圆；
第二步：作 ⊙𝐴𝐵𝐷和 ⊙𝐴𝐶𝐸 的另一交点 𝑃，𝑃 就是抛物线的焦点；
第三步：分别作点 𝑃 关于直线 𝐴𝐵、𝐵𝐷的对称点 𝑃1、𝑃2，直线 𝑃1𝑃2就是抛物线的准线．

作出抛物线的焦点和准线后便可便可用抛物线的定义作图．

若已知圆锥曲线上五点或五切线，经前面确定中心或抛物线轴方向时确定圆锥曲线是抛物线，可使用

已知抛物线上三点以及轴的方向作抛物线的作图法或已知抛物线上四切线作抛物线的作图法．

由上面的讨论知，若已知圆锥曲线上的五元素（点或切线），通过作图总能确定该圆锥曲线的五点和

五切线．
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𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝑂

𝑈𝑉

𝑉 ′

图 34

𝐴𝐵
𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝑃

𝑃1

𝑃2

图 35

已知圆锥曲线上五点和一直线作圆锥曲线和直线的交点

若给定点圆锥曲线上的点 𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝐸 和直线 𝑙（图 36），作该圆锥曲线和 𝑙交点的方法如下：
第一步：分别作直线 𝐴𝐷、𝐵𝐷、𝐶𝐷与直线 𝑙的交点 𝐴1、𝐵1、𝐶1；

第二步：分别作直线 𝐴𝐸、𝐵𝐸、𝐶𝐸 与直线 𝑙的交点 𝐴2、𝐵2、𝐶2；

第三步：作点列 𝑙(𝐴1, 𝐵1, 𝐶1)和点列 𝑙(𝐴2, 𝐵2, 𝐶2)的射影二重点 𝑃、𝑄，点 𝑃、𝑄就是所求的交点．

𝐴

𝐵

𝐶
𝐷

𝐸

𝐴1𝐵1

𝐶1

𝐴2

𝐵2

𝐶2

𝑃

𝑄

𝑙

图 36

𝐴1

𝐵1

𝐶1

𝐴2

𝐵2

𝐶2

𝑃

𝑡1

𝑡2 𝑡3

𝑡4

𝑡5

𝑚
𝑛

图 37

已知圆锥曲线上五切线和一点，过给定点作圆锥曲线的切线

若给定点圆锥曲线上的切线 𝑡1、𝑡2、𝑡3、𝑡4、𝑡5 和点 𝑃（图 37），作过点 𝑃 与该圆锥曲线相切的切线
的方法如下：

15



第一步：分别作直线 𝑡1、𝑡2、𝑡3与直线 𝑡4的交点 𝐴1、𝐵1、𝐶1；

第二步：分别作直线 𝑡1、𝑡2、𝑡3与直线 𝑡5的交点 𝐴2、𝐵2、𝐶2；

第三步：作线束 𝑃(𝐴1, 𝐵1, 𝐶1)和线束 𝑃(𝐴2, 𝐵2, 𝐶2)的射影二重线𝑚、𝑛，𝑚、𝑛就是所求的切线．
有了上述方法，在给定圆锥曲线的五元素（点或切线）和极点（或极线）时便可作出其极线（或极

点）．

已知三元素（点或切线）及中心作圆锥曲线

若已知三元素（圆锥曲线上的点或切线）及中心，作这些元素关于这个中心的对称元素，总共得到 6
个元素，从中任意选取 5个元素，应用上面的作图方法就可以做出所求的圆锥曲线了．
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