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多项式除法解高次同余多项式除法解高次同余
◎黄嘉威 ( 暨南大学信息科技学院数学系，广东 广州 510632)

【摘要】本文研究了高次同余的计算问题，利用公式和

递推的方法，推广了多项式除法的结果．
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1． 引言

由费马小定理开始高次同余有了计算方法，欧拉定理
把它推广到合数情况，Carmichael 函数更使同余运算更进
一步．

本文将透过多项式除法让高次同余运算得到更大的
发展．

2． 费马小定理的推广

费马小定理，即当 a 与 p 互素，且 p 为素数时，有 ap－1 ≡
1 mod( )p ．

这意味着多项式 xp － x整除 p［1］，也意味着 xp( )－ x m 整

除 pm ． 展开即:

定理 2． 1 xmp ≡∑
m

i = 1
－( )1 i－1Ci

mx
mp－ ( p－1) i mod p( )m

用一个例 子 比 较 一 下 这 个 递 推 式 与 欧 拉 定 理 aφ( )n

≡ 1 mod( )n ．
x14 ≡ 2x8 － x2 mod 7( )2 x44 ≡ x2 mod 7( )2

前者能在更小次方的情况下递推，更多的情况下 mp 小
于( p － 1) pm－1 + m．

要是用前者递推高次同余，没能一步过的话会很麻烦，

欧拉定理却能一步过．
x1000 ≡ 2x994 － x988 ≡ 3x988 － 2x982 ≡… mod 7( )2 x1000 ≡

x34 mod 7( )2

定理 2． 2

xmp+ ( p－1) n ≡∑
m

i = 1
－( )1 i－1Ci－1

n+i－1C
m－i
n+mx

mp－ ( p－1) i mod p( )m

x14+6n ≡ C1
n+2x

8 － C1
n+1x

2 mod 7( )2

x1000 ≡ 166x10 － 165x4 ≡ 19x10 － 18x4 mod 7( )2

n = 0 时为定理 2． 1

假如 xmp+( p－1) k ≡∑
m

i =1
－( )1 i－1Ci－1

k+i－1C
m－i
k+mx

mp－( p－1) i mod p( )m 成立，

xmp+ ( p－1) k+( )1 ≡∑
m

i = 1
－( )1 i－1Ci－1

k+i－1C
m－i
k+mx

mp－ ( p－1) i ≡ Cm－1
k+m x

mp +∑
m

i = 2
－( )1 i－1Ci－1

k+i－1C
m－i
k+mx

mp－ ( p－1) i－( )1

≡∑
m

i = 1
－( )1 i－1Cm－1

k+mC
i
mx

mp－ ( p－1) i +∑
m－1

i = 1
－( )1 iCi

k+iC
m－i－1
k+m xmp－ ( p－1) i

≡ －( )1 i－1Cm－1
k+m x

m +∑
m－1

i = 1
－( )1 i－1 ．

Cm－1
k+mC

i
m － Ci

k+iC
m－i－1( )
k+m xmp－ ( p－1) i mod p( )m

由于 －( )1 m－1Cm－1
k+1+m－1C

m－m
k+m xmp－ ( p－1) m = －( )1 i－1Cm－1

k+m x
m，接下来只需证明一条恒等式:

Cm－1
k+mC

i
m － Ci

k+iC
m－i－1
k+m = Ci－1

k+iC
m－i
k+1+m ．

拆开后得到:
( )k + m ! m!

m －( )1 ! k +( )1 ! i! ( )m － i !
－

( )k + i ! ( )k + m !
i! k! m － i －( )1 ! k + i +( )1 !

=
( )k + i ! k + m +( )1 !

i －( )1 ! k +( )1 ! ( )m － i ! k + i +( )1 !

 k + i +( )1 m － ( )m － i k +( )1 = i k + m +( )1
km + im + m － km － m + ik + i = ik + im + i．
3． 递推与组合数待定

因为 Pm
x = m! Cm

x ，所以多项式 P( x，m) 必然整除对应的阶乘 m! ．
定理 3． 1Pm

x ≡ x x －( )1 x －( )2 … x － m +( )1 ≡ 0 mod m( )! ．

考虑 x3 ≡ 3x2 － 2x( )mod 6 ，经过两次递推得到 x4 同余次数小于 3 的多项式:

x4 ≡ 3x3 － 2x2 ≡ 3 3x2 － 2( )x － 2x2 ≡ 7x2 － 6x2 ≡ x2 ( )mod 6 ．

定理 3． 2 必然存在常系数 ci 使得 xn ≡∑
m－1

i = 0
cix

i mod m( )! ．［2］

由于存在着递推关系 Pm
x ≡ 0 mod m( )! ，xn 必然与次数小于 m 的多项式模 m! 同余．

待定后，当 x = 0 时 xn 为 0，所以它必然是一个没有常数项的多项式．
例如:
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xn ≡ c1x + c0 mod 2( )!
c0 = 0
c1 + c0 ={ 1

→
c0 = 0
c1 ={ 1

→ xn ≡ x mod 2( )! ．

xn ≡ c2x
2 + c1x + c0 mod 3( )! ．

c0 = 0
c2 + c1 + c0 = 1

4c2 + 2c1 + c0 = 2
{

n

→
c0 = 0

c1 = 2 － 2n－1

c2 = 2n－1 －
{

1

→ xn ≡ 2n－1 －( )1 x2 + 2 － 2n－( )1 x mod 3( )! ．

引理 3． 3 m － 2 次多项式能待定成含有帕斯卡矩阵的通项［3］:

C0
x－1 C1

x－1 … Cm－2
x－( )1

1 0 … 0
－ 1 1 … 0
… … … …

－( )1 m－2 －( )1 m－1C1
m－2 …









1

1n

2n

…．
m －( )1









n
．

推论 3． 4xn+1 ≡∑
m－1

i = 1
cix

i ≡ x∑
m－2

i = 0
diC

i
x－1 mod m( )! n≥ m － 1

xn+1≡ x C0
x－1 C1

x－1 ． ． ． Cm－2
x－( )1

1 0 … 0
－ 1 1 … 0
… … … …

－( )1 m－2 －( )1 m－1C1
m－2 …









1

1n

2n

． ． ．
m －( )1









n
．

例如:
xn+1 ≡ x C0

x－
( )

1
( )1 1( )n ≡ x( )mod 2 ．

xn+1 ≡ x C0
x－1 C1

x－( )1
1 0
－ 1( )1

1n

2( )n
≡ x 1 x －( )1

1
2n －( )1 ≡ x 1 + 2n －( )1 x －( )[ ]1 ≡ 2n －( )1 x2 + 2 － 2( )n x( )mod 6 ．

代入 n = 2，3 可得 x3 ≡ 3x2 － 2x( )mod 6 ，x4 ≡ 7x2 － 6x≡ x2 ( )mod 6 ．
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二、可化为常系数线性非齐方程的方程———欧拉方程

的解法

欧拉方程的解法一般步骤是: 先写出欧拉方程的特征
方程，并求出特征根; 再求出其基本组解，最后写出原方程
的通解． 如下例:

例 求解方程 x2y″ － 3xy' － 5y = x2 lnx．
解 这是一个欧拉方程，令 t = lnx，x = et，则

y' = dy
dt·

dt
dx = 1

x y't ，

y″ = 1
x2

y't +
1
x y″t·

dt
dx = 1

x2
y″t － y'( )t ，

代入原方程，得
y″t － 4y't － 5y = te2t ． ①
和①对应的齐次方程为:
y″t － 4y't － 5y = 0． ②
②的特征方程为 r2 － 4r － 5 = 0，特征根为 r1 = 5，r2 =

－ 1，

则②的通解为 Y = C1 e
5t + C2 e

－ t ．
设①的特解为 y* = ( at + b) e2t，则
y( )* ' = e2t ( 2at + a + 2b) ，

y( )* ″ = e2t ( 4at + 4a + 4b) ，

将 y* ， y( )* '， y( )* ″代入原方程比较系数，

得 － 9at － 9b = t．

∴ a = － 1
9 ，b = 0，y* = － 1

9 te2t ．

得①的通解为 y = C1 e
5t + C2 e

－ t － 1
9 te2t ． 故原方程的通

解为 y = C1x
5 +

C2

x － 1
9 x2 lnx．

三、总 结

高阶微分方程的问题一般比较复杂，在具体求解时应
根据微分方程的特点，具体问题具体对待，将微分方程化为
易于求解的形式，只有这样才能达到简化易解的程度．
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