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子单形内切球半径的几何不等式及其代数不等式

李兴源 lihpb@qq.com

摘 要

本文给出有关n维单形中各侧面内切球半径的一系列几何不等式，并通过构造一类特殊的单形进而将这些几何

不等式改写成代数不等式。
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Some Geometric Inequalities and Algebraic
Inequalities on the Radii of Inscribed Sphere
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Abstract
This article presents the geometric inequalities for the inscribed spherical radii on each side in the
n-simplex, and rewrites these geometric inequalities into algebraic inequalities by constructing a special
type of simplex.
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1. 引言

本文约定：n维单形 nAAAA ...210 的体积为V ，其内切球半径为 r，各顶点 ),...,2,1,0( niAi  所对的 1n
维侧面及其体积为 iS ，垂直于底面 iS 的高为 ih ， 1n 维子单形 iS 的内切球半径为 iρ ， iS 的旁切球半径为 ir ，

3n 。

文[1]给出了以下结论
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等号成立的充要条件是该单形为正则单形。

本文将证明以下结论
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等号成立的充要条件是该单形为正则单形。
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本文的最后会通过构造一类特殊的单形进而将定理 1和定理 2改写成对应的代数不等式。

2. 定理证明

以下设 
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证明：设 iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为 );,...,2,1,0,( jinjiF ji  ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ 。

由文[4]有

ijjiij θSSnnVF sin)1(  ，

上式两边对 j求和并整理得
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根据单形的射影定理
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由上式与 Cauchy不等式，有
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由引理 1可知
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再把引理 1和(3)代入(1)，得
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对上式两边除以 ir 并由引理 2可得
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综上，命题得证。

对引理 3两边平方再求和即可分别证得定理 1和定理 2。
定理 3 的证明：根据引理 3并运用均值不等式，得
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令 nSSSS  ...210 ，则
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对(6)先后运用 Chebyshev不等式与 Cauchy不等式，得
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定理 4 的证明：由(5)可得
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对上式两边除以 ih 再根据引理 1即可证得命题。

3. 代数不等式的构造

引理 4 n维单形 nAAAA ...210 的各棱长 )0;;,...,2,1,0,(  iijiijijji aaanjiaAA ，则
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其中 ),...,,,( 210 nAAAAD 为 2n 阶 Cayley-Menger行列式，即
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以下设 0a 、 1a 、 2a 、...、 0na ， 3n 。下面开始构造一类特殊的 n维单形

令 n维单形 nAAAA ...210 的各棱长满足 );,...,2,1,0,(22 jinjiaaaAA jiijji  ，则
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证明：由引理 4有
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对上面行列式作以下变形：

1.将第一行乘以 ia 加到第 2i 行 ),...,2,1,0( ni  ；

2.将第一列乘以 ia 加到第 2i 列 ),...,2,1,0( ni  ；

则
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再将上式代入至(7)即可证得命题。

同理可得
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引理 7 n 维单形 nAAAA ...210 中的任意两个 1n 维侧面 iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为
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定理 5
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等号成立的充要条件是 naaaa  ...210 。

证明：由引理 1与(3)可知定理 1等价于
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将引理 5、引理 6、引理 7代入到上式，得
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即
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对上式作变换： ),...,2,1,0(1 ni
a

a
i

i  即可证得命题。
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定理 6 
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等号成立的充要条件是 naaaa  ...210 。

证明：由引理 2与(3)可知定理 2等价于
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将引理 5、引理 6、引理 7代入到上式，得
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对上式作变换： ),...,2,1,0(1 ni
a

a
i

i  即可证得命题。

事实上，在(8)、(9)中，如果不约去不等式两边分子分母的公因子
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，则可直接得到比定理 5和定理 6

更强的形式。

定理 7 0a 、 1a 、 2a 、...、 na 为任意实数，且满足 )3;;,...,2,1,0,(0  njinjiaa ji ，则
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等号成立的充要条件是 naaaa  ...210 。

定理 8 0a 、 1a 、 2a 、...、 na 为任意实数，且满足 )3;;,...,2,1,0,(0  njinjiaa ji ，则
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等号成立的充要条件是 naaaa  ...210 。

与定理 5、定理 6 相比，定理 7、定理 8 并不需要 0a 、 1a 、 2a 、 ...、 na 全为正实数，只需要满足

)3;;,...,2,1,0,(0  njinjiaa ji 即可(所有变量中最多可以有一个变量为非正实数)。即

当 ),...,2,1,0(0 niai  时，三角形 ),,0( ikijnkjAAA kji  为锐角三角形，

当 ),...,2,1,0(0 niai  时，三角形 ),,0( ikijnkjAAA kji  为直角三角形，

当 ),...,2,1,0(0 niai  时，三角形 ),,0( ikijnkjAAA kji  为钝角三角形。

通过构造这一类特殊的 n维单形并利用 Cayley-Menger 行列式计算出该单形的各个几何量并代入到不同的

几何不等式中，即可构造出不同的代数不等式。所构造出的代数不等式的强度与被代入的几何不等式相当。
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