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幂指和的排序不等式

樊益武

(西安交通大学附属中学，陕西西安710048)

摘要：利用初等方法，给出了幂指和排序不等式一个猜想的详细证明。
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2001年，倪仁兴、张森国证明了幂指和的排序

不等式：

设l／e≤口1≤口2≤⋯≤口。，且{J1，五，··一。}是{1，

2，⋯，n}的任意的一个排列，则

苫n：”“1≤磊口≯≤磊n} (1)

并提出猜想：对满足条件0<口。≤o：≤·一≤口。的

{口。}也成立．文[1]将其列为第25个未解决的问

题，本文将给出这个猜想的证明。我们获得了如下

幂指和的排序不等式：

设o<口，≤口2≤⋯≤n。，且{』。，止，··√。}是{l，2，

⋯，凡}的任意的一个排列，则

磊o：”“1≤磊口≯≤舌口≯ (2)

为此，我们先给出几个引理。

引理1‘1，21设菇>O，y>O，则对数平均

Js小∽：』者专(卿)Jso(髫，)，)={hl菇一111)，卜”川
【菇 (石=)，)

关于菇或y为严格递增函数。

引理2 (I)若菇≥z≥，，>0，z≥训≥)，>0．则

戈”+，≥菇7+z” (3)

(Ⅱ)若菇≥z>0，龙≥似>O且菇≥1．则

石5+石”≥菇”+z3 (4)

(Ⅲ)若0<菇≤。<1，0<戈≤彬<1．则

戈5+z”≥菇”+z5 (5)

证明：(I)若戈=z，或训=)，，不等式取等号。

下设戈≠z且埘≠)，．

1)当髫≥1时，有

菇”一菇’=戈7(戈”一7一1)≥，(戈”一7—1)

≥，(彳”7一1)=z”一，．

从而有菇”+，≥菇7+z”．

2)当O<菇<1时，

令八￡)=t”，g(t)=￡7(z≤￡≤菇)。

由Cauchy中值定理，知存在f E(z，戈)，使得

筹=筹=詈彳◇等∥一。苎=兰一丝 一旦．声”一7，旦．1，”一，
菇7一z7彤’1 )，5 ’)，。

。

从而只要证竺·)，”一，>1，

县p ln埘一ln y+(埘一y)ln，，>0，

或1+悬岫)，>o。
由于_竺j}是训与)，的对数平均，由引理1m埘一ln V

知，它关于埘严格单调递增，所以

1+悬山)，>1+盎山)，=)，>o，
从而有戈”+z7>石7+z”．

(Ⅱ)可仿照(I)证明(从略)。
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(Ⅲ)当石=埘或菇=z时，不等式取等号．下设

菇≠埘且菇≠z，由C跏chy中值定理，知存在f∈(石，

彳)，使得

≯专=箸=詈·f⋯>詈Ⅳ。>1，戈。一z。戈f一1 菇
’

石
’

后一不等式可同(I)的证明获得。注意到

矿一，<O．

所以

菇”一z”<戈。一矿．

即 茁。+z”≥石”+，。

猜想的证明：令s。=。蛋口≯，下面首先证明不等

式的左边。

要证^=n一后+l(盂=1，2，⋯，n)时，S。达到最

小值。三o：”“1．若^≠l，则存在某个矗≠1，使得口。

与‰搭配，因为口。≥q。≥口1>O，口。≥‰≥口1>0，

由(3)有

口：1+哝≤簖+嘧。
上式表明，当^≠l时，调换S。中的项的指数

口。和‰的位置(其余n一2项不变)，会使S。减少．

同理可证其他吼必须和o。一⋯搭配(|j}=1，2，⋯，n

一1)。

其次证明不等式的右边。即要证^=忌(后=1，

2，⋯，n)时，s。达到最大值五口扛若{口。}中有≥1

的项，不妨设0<口l≤⋯口f-1<1≤Ⅱi≤⋯≤o。．

i)若歹。≠n，则存在某个矗≠凡，使得n。与o『n搭

配，因为o。≥o‘>0，口。≥‰>O，且口。≥1，由(4)有

o：“+哝≥畋+嘧·
上式表明，当^≠n时，调换S。中的项的指数

口。和o‘的位置(其余几一2项不变)，会使．s。增大．

同理可证其他口。与口‘搭配(尼=i，i+1，⋯，n一1)，

相应和增大；

ii)设经过i)的调整后，口，，口：，⋯，口H分别与

即。，吁，：，⋯，％．。搭配，(其中{，l'．一，歹7㈠}是{1，2，

⋯，i—l}的一个排列)，若歹’≠1，则存在某个矗≠1，

使得口1与‰搭配，因为O<n-≤‰<1，o<n1≤q，。
<1，由(5)有

口：1+嗡≥吐1+嘧．
上式表明，当J’≠1时，调换相应和中的n。和

口『，I的位置(其余n一2项不变)，会使和增大。同理

可证其他吼必须和吼搭配(后=l，2，⋯，i一1)。

由i)、ii)不等式右边得证。

注幂指和的排序不等式可简记为：反序和≤

乱序和≤同序和。
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