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有关单形k号心、垂心欧拉球心的心距公式、几何

不等式及其欧拉超球面定理

李兴源，lihpb@qq.com

摘 要

本文给出了判断n维单形垂心存在性的充分必要条件。对于存在垂心的n维单形，本文进一步给出这类单形的欧

拉超球面定理及其k号心、垂心、欧拉球心的心距公式与几何不等式。
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Abstract
This article provides the sufficient and necessary condition to determine the existence of the orthocenter
for the n-simplex. For the n-simplex with an orthocenter, this article further presents its Euler
hyperspherical theorem, as well as the distance formulas and geometric inequalities among the No.k
centers, orthocenter and Euler center.
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1. 引言

定义 1 在 n维欧氏空间中，设 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O， k为任意正整数，若点K 满足
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，

则将点K称作 n维单形 nAAAA ...210 的 k号心[1]。
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定义 2 若 n维单形 nAAAA ...210 的 1n 条高线在 n维欧氏空间中交于一点H ，则将点H 称作 n维单形

nAAAA ...210 的垂心。本文将存在垂心的 n维单形称作 n维垂心单形。

本文所讨论的 n维单形均默认其为非退化单形且存在垂心（因为对于退化单形，其外心O在无穷远点，

也不可能存在垂心）。

定义 3 在 n维欧氏空间中，设 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，若点 E满足





n

i
iOA

n
OE

0

1
，

则将点 E称作 n维单形 nAAAA ...210 的欧拉球心。

引理 1 当 3n 时，n维单形存在垂心的充分必要条件是该单形中任意两条没有公共端点的棱均互相垂

直。[2][3]

证明 设 n维单形 nAAAA ...210 的任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所交的

2n 维单形为 jiF ， nji 0 。

先证必要性，设 n维垂心单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，由定义 2知
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因为 ),,0( jliknlkAA lk  为 2n 维单形 jiF 的棱，故

lkji AAAA  ，

必要性得证。

再证充分性，若 n维单形 nAAAA ...210 满足

),,0( jliknlkAAAA lkji  ，

即

ijji FAA  ，

作 ijiHA 垂直于 jiF 所在的 2n 维超平面于 ijH ，则 jiF 垂直于三角形 ijji HAA 所在的二维平面。

再作 iiHA 垂直于直线 ijjHA 于 iH ， jjHA 垂直于直线 ijiHA 于 jH ，则直线 iiHA 与 jjHA 在三角形

ijji HAA 所在的二维平面中必存在交点，设交点为H ，因此

ii SHA  ， jj SHA  ，

故H 为 n维单形 nAAAA ...210 的垂心。充分性得证。

引理 2 当 3n 时， n维垂心单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，各顶点 ),...,2,1,0( niAi  所对的 1n 维侧

面为 iS ， iS 的垂心为 iH ，则 iA、H 、 iH 三点共线。

证明 设 n维单形 nAAAA ...210 的任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所交的

2n 维单形为 jiF ， nji 0 。作直线 HA0 与 0S 所在的 1n 维超平面交于点 0H ，为不失一般性，以下

只证 0H 即为 1n 维侧面 0S 的垂心。

由定义 2知

000 SHA  ，

即

),...,2,1(000 niFHA i  。
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又由引理 1有

ii FAA 00  ，

则在 0S 所在的 1n 维欧氏子空间中，有

ii FHA 00  ，

再由定义 2知 0H 即为 1n 维侧面 0S 的垂心，故命题成立。

2. 预备知识

引理 3 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，垂心为H ，则：
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设 n维单形 nAAAA ...210 的顶点 iA 所对的 1n 维侧面为 ),...,2,1,0( niSi  ，则 HA0 垂直于 0S 所在的

1n 维超平面，同理可证 HAi 垂直于 iS 所在的 1n 维超平面，H 即为 n维单形 nAAAA ...210 的垂心。

当 3n 时，即为文[4]所讨论的关于垂心四面体的情形。

由此可知， n维单形 nAAAA ...210 的垂心H 、欧拉球心 E、重心G分别为该单形的 1n 号心、 n号心、

1n 号心，且外心O、重心G、欧拉球心 E、垂心H四点共线。

3. N维垂心单形的欧拉超球面定理

定理 1 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，外心为O，欧拉球心为 E，外接圆半径为 R，各顶点 iA所对

的 1n 维侧面为 iS ， iS 的垂心为 iH ， iS 的重心为 iG ，点 iF 内分线段 HAi 成 1:1:  nHFFA iii ，则 iF 、

iG 、 ),...,2,1,0( niH i  均在以 E为球心，半径为
n
R

的超球面上。

证明 由于 iF 为线段 ),...,2,1,0( niHAi  的第一个 n等分点，即
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则由定义 3可知 E为线段 iiGF 的中点，即 iiGF 是以 E为球心，半径为
n
R

的超球面的直径。

再由引理 2知 iA、 iF 、H 、 iH 四点共线，且 iiHA 垂直于 iS 所在的 1n 维超平面，即
2
πGHF iii  ，

故 iH 在以 E为球心，半径为
n
R

的超球面上。

综上，命题得证。

4. 心距公式

定理 2 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，k号心为K，垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G，外接圆

半径为 R，则
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将以上两式两边分别相加并整理即可证得命题。

根据定理 2可以得到

定理 3 n维单形 nAAAA ...210 的外接圆半径为 R，K、 'K 分别为该单形 k号心和 'k 号心 )( 'kk  ，则
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再分别用垂心H 、欧拉球心 E、重心G置换定理 3中的K、 'K ，即得

定理 4 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G ，外接圆半径为 R，则
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定理 5 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O， k 号心为K，外接圆半径为 R，则
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证明 根据向量运算和定义 1和可得
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再分别用垂心H 、欧拉球心 E、重心G置换定理 5中的K，即得

定理 6 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G，外接圆半径为 R，则
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将定理 2代入到定理 5和定理 6中可得

定理 7 n维单形 nAAAA ...210 的 k号心为K，垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G，外接圆半径为 R，

则
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在定理 6和定理 7中，当 3n 时，即为文[5]所讨论的关于垂心四面体的情形。

定理 8 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O， k 号心为K，外接圆半径为 R，则

2

22

1

2
2

1

2
02

2
0

)1(11
k

RknAA
k

AA
k
kKA

nji
ji

n

i
i





 



。

证明 因为
2

1
02

2
0

2
0 )1(1)( 








 



n

i
iOAOAk

k
OAOKKA




















 



2

11
0

22
2 )1(2)1(1 n

i
i

n

i
i OAOAOAkRk

k









 
 nji

ji

n

i
i OAOAOAOAkRnk

k 11
0

22
2 2)1(2])1[(1

，(1)

又



6





n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i OAOAnROAOAOAOAnOAOAAA

1
0

2

1
0

1

22

0
1

2
0

1

2
0 222)( ，(2)





nji

ji
nji

ji

n

i
i

nji
ij

nji
ji OAOARnnOAOAOAnOAOAAA

1

2

11

2

1

2

1

2 2)1(2)1()( ，(3)

结合(1)、(2)、(3)并消去 


n

i
iOAOA

1
0 、 




nji

ji OAOA
1

即可证得命题。

在定理 2、定理 5和定理 8中，当 1k 时，即为文[6]所讨论的关于 n维单形 1号心的情形。

再分别用垂心H 、欧拉球心 E、重心G置换定理 8中的K并整理，即得

定理 9 n维单形 nAAAA ...210 的垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G ，外接圆半径为 R，则
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特别地，当 n维单形 nAAAA ...210 的垂心H 与顶点 0A 重合时，即 )1(0 njiAAA ji  为直角，由定
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再由定理 7、定理 8和定理 9可得

定理 10 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，垂心为H ，欧拉球心为 E，重心为G ，外接圆半径为 R，

则
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5. 几何不等式

由定理 5和定理 7可得

定理 11 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O， k号心为K，外接圆半径为 R，则
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不等式中右边等号成立的充要条件是O与K重合；

当 kn 21 时，
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不等式中左边等号成立的充要条件是O与K重合。

再分别用垂心H 、欧拉球心 E、重心G置换定理 11中的K，即得

定理 12 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，垂心为H ，外接圆半径为 R，则
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不等式中左边等号成立的充要条件是O与H 重合；

当 3n 时，在垂心四面体 3210 AAAA 中有
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)1(
)1(4 RnHAR

n
n n

i
i 


 



，

不等式中右边等号成立的充要条件是O与H 重合；

定理 13 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，欧拉球心为 E，外接圆半径为 R，则

2

0

22
2 )1(1 RnEAR
n
n n

i
i 

 


，

不等式中右边等号成立的充要条件是O与 E重合。

定理 14 n维单形 nAAAA ...210 的外心为O，重心为G，外接圆半径为 R，则
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0
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2 )1(
1

1 RnGAAA
n

n

i
i

nji
ji 

 


，[7][8]

不等式中等号成立的充要条件是O与G重合。
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