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有关单形二面角余弦的几个行列式

李兴源，lihpb@qq.com

摘 要

本文通过单形射影定理，给出有关n维单形二面角余弦分别与高、棱面角、角平分面和中面有关的行列式。
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Several Determinants about the Cosine of
Dihedral Angles in N-Simplex

Xingyuan Li，lihpb@qq.com

Abstract
This article provides determinants related to the cosine of the dihedral angles in the n-simplex and its
heights, line-plane angles, bisection planes of dihedral angles and middle sections respectively through
the simplex projection theorem.

Keywords
N-Simplex, Dihedral Angles, Cosine, Determinant

1. 引言

本文将证明以下结论：

定理 1 在 n维单形 nAAAA ...210 中，各顶点 iA所对的 1n 维侧面为 iS ，垂直于底面 iS 的高为 ih ， iS 与 jS
所夹的二面角为 ijθ ， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij θθ  ，则：
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定理 2 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所夹

的二面角平分面与 jiAA 交于 ijT ， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， nji 0 ，则：
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定理 3 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ，用  iji SAA , 、

 jji SAA , 表示 jiAA 分别与 iS 、 jS 所成的棱面角， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ， nji 0 ，则：
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，

其中
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定理 4 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面分别为 iS 、 jS ， iS 与 jS 所夹

的中面为 ijM ，用  iji MS , 、  ijj MS , 表示 iS 、 jS 分别与中面 ijM 的夹角， iS 与 jS 所夹的二面角为 ijθ ，

nji 0 ，则：
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2. 预备知识

引理 1 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角为 ijθ ， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij θθ  ，则：
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引理 2 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ，垂

直于底面 iS 、 jS 的高分别为 ih 、 jh ， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ，则：
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引理 3 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ， iS 与

jS 所夹的二面角平分面与 jiAA 交于 ijT ， nji 0 ，则：
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引理 4 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ，用

 iji SAA , 、  jji SAA , 表示 jiAA 分别与 iS 、 jS 所成的棱面角， i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ，则：
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证明：设 n维单形 nAAAA ...210 的体积为V 。根据棱面角的性质有
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。

对上式进行整理即可证得命题。

引理 5 在 n维单形 nAAAA ...210 中，任意两顶点 iA 、 jA 所对的 1n 维侧面及其体积分别为 iS 、 jS ，用 ijM
表示 iS 与 jS 所夹的中面及其 1n 维体积，用  iji MS , 、  ijj MS , 表示 iS 、 jS 分别与中面 ijM 的夹角，

i、 },...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij MM  ，则：
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证明：设 n 维单形 nAAAA ...210 的体积为 V ， iS 与 jS 所交的 2n 维单形及其体积为 jiF ， i 、
},...,2,1,0{ nj 且 ji  ， jiij FF  。根据单形中面的性质有
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。[3]

对上式进行整理即可证得命题。
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3. 定理证明

由引理 1可知
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分别对上面行列式的第 i列 ),...,2,1,0( ni  除以 iS 可得
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将引理 2代入到(1)可得
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然后对上面行列式的每一行均乘以 0h 即可证得定理 1。
再将引理 3代入到(1)中可得
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分别对上面行列式的第 i行/第 i列 ),...,2,1,0( ni  乘以 iTA 00 即可证得定理 2。
同理，将引理 4和引理 5分别代入到(1)中并整理即可分别证得定理 3和定理 4。
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