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本文原本是为应付某刊物的约稿而写，然而后来却被该刊直接毙掉，既然如此，还不如直接发网上算了。

温馨提示：不等式高手可以直接略过本文，因为本文没什么新鲜的不等式，纯粹是科普性质，入门读物。

1 凸

定义 1.1. 函数 f(x) 在区间 D 内有定义，若对于任意的 x1, x2 ∈ D 和任意的 0 < λ < 1，恒有

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ⩾ f
(
λx1 + (1− λ)x2

)
, (1.1)

则称 f(x) 在区间 D 内是下凸函数，简称下凸。若上述不等式反向恒成立，则称 f(x) 在区间 D 内是上凸函数，

简称上凸。

易见，当 f(x) 下凸时，−f(x) 上凸，故此下列有些性质中我们只讨论其中一种凸的情形，另一种通常就

是反过来而已。

定理 1.1. 若 f(x) 在 [a, b] 上是下凸函数且存在最大值1，则 f(x) 的最大值在 x = a 或 x = b 处取得，即

f(x)max = max{f(a), f(b)}。

证明 假设 f(a), f(b) 都不是 f(x) 的最大值，则存在 a < c < b 使 f(c) > f(a) 且 f(c) > f(b)，由于总能

找到 0 < λ < 1 使 c = λa+ (1− λ)b，则

f(c) = λf(c) + (1− λ)f(c) > λf(a) + (1− λ)f(b) ⩾ f
(
λa+ (1− λ)b

)
= f(c),

矛盾，故定理 1.1 得证。

在定义 1.1 中，若 x1 < x2，令 λx1 + (1− λ)x2 = x，则 λ =
x− x2

x1 − x2
，代入式 (1.1) 中可得如下两式

x− x2

x1 − x2

(
f(x1)− f(x2)

)
⩾ f(x)− f(x2),

x− x1

x1 − x2

(
f(x1)− f(x2)

)
⩾ f(x)− f(x1),

注意到 x1 < x < x2，故此由以上两式得到

f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x1)− f(x2)

x1 − x2
⩽ f(x)− f(x2)

x− x2
. (1.2)

式 (1.2) 中的任一不等式都可以作为下凸函数的等价定义。
1其实“且存在最大值”这几个字是多余的，因为在上述定义下的凸函数一定连续，而闭区间上的连续函数必有最大值和最小值，不过

这需要高等数学的内容来证明，这里不想扯太多，故此才加上这几个字。
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定理 1.2. 设 f(x) 在区间 D 内为下凸函数，x, y ∈ D, x ⩽ y，若 h > 0 使得 x− h, y + h ∈ D，则有

f(x) + f(y) ⩽ f(x− h) + f(y + h). (1.3)

证法一 若 x = y，则由下凸函数定义显然成立；若 x < y，则由式 (1.2) 得

f(x)− f(x− h)

x− (x− h)
⩽ f(x)− f(y)

x− y
⩽ f(y)− f(y + h)

y − (y + h)
,

整理即得式 (1.3)，故定理 1.2 得证。

证法二 由下凸函数的定义得

f(x) = f

(
y − x+ h

y − x+ 2h
(x− h) +

h

y − x+ 2h
(y + h)

)
⩽ y − x+ h

y − x+ 2h
f(x− h) +

h

y − x+ 2h
f(y + h),

f(y) = f

(
h

y − x+ 2h
(x− h) +

y − x+ h

y − x+ 2h
(y + h)

)
⩽ h

y − x+ 2h
f(x− h) +

y − x+ h

y − x+ 2h
f(y + h),

两式相加即得式 (1.3)，故定理 1.2 得证。

通俗地说，定理 1.2 表明，在下凸函数中，若保持两变量之和不变，则拉大两者距离时两函数值之和不减。

定理 1.3 (琴生 (Jensen) 不等式). 若 f(x) 在区间 D 内是下凸函数，则对于任意的 xi ∈ D 和 pi > 0

（i = 1, 2, . . . , n）且 p1 + p2 + · · ·+ pn = 1，都有

n∑
i=1

pif(xi) ⩾ f

(
n∑

i=1

pixi

)
. (1.4)

证明 当 n = 2 时即为式 (1.1)，式 (1.4) 成立；假设当 n = k 时式 (1.4) 成立，即有

k∑
i=1

pif(xi) ⩾ f

(
k∑

i=1

pixi

)
,

则当 n = k+1时，令 p′k = pk +pk+1, x′
k =

pk
p′k

·xk +
pk+1

p′k
·xk+1，则易知 x′

k ∈ D，且 pkxk +pk+1xk+1 = p′kx
′
k,

p1 + p2 + · · ·+ pk−1 + p′k = 1，由归纳假设，有

f

(
k+1∑
i=1

pixi

)
= f(p1x1 + p2x2 + · · ·+ pk−1xk−1 + p′kx

′
k)

⩽ p1f(x1) + p2f(x2) + · · ·+ pk−1f(xk−1) + p′kf(x
′
k)

=
k−1∑
i=1

pif(xi) + (pk + pk+1)f

(
pk

pk + pk+1
· xk +

pk+1

pk + pk+1
· xk+1

)

⩽
k−1∑
i=1

pif(xi) + (pk + pk+1)

(
pk

pk + pk+1
· f(xk) +

pk+1

pk + pk+1
· f(xk+1)

)

=
k−1∑
i=1

pif(xi) + pkf(xk) + pk+1f(xk+1)

=
k+1∑
i=1

pif(xi),

可见当 n = k + 1 时式 (1.4) 也成立。
根据数学归纳法，式 (1.4) 成立，定理 1.3 得证。

将琴生不等式和定理 1.2 联合一起使用，还可以得到著名的半凹半凸定理，具体就不扯了，有兴趣的可以
看这个帖子：http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?f=55&t=64933。
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定理 1.4 (伯努利 (Bernoulli) 不等式). 对于任意实数 x > −1，当 α < 0 或 α > 1 时，恒有

(1 + x)α ⩾ 1 + αx,

当 0 < α < 1 时，恒有

(1 + x)α ⩽ 1 + αx,

等号成立当且仅当 x = 0。

证明 令 f(x) = (1 + x)α − (1 + αx)，其中 x > −1，求导有

f ′(x) = α
(
(1 + x)α−1 − 1

)
.

（1）当 α > 1时，若 x > 0，则 1+x > 1且 α−1 > 0，因此有 (1+x)α−1 > 1，即 f ′(x) > 0；若 0 > x > −1，

则 1 > 1 + x > 0 且 α− 1 > 0，因此有 (1 + x)α−1 < 1，即 f ′(x) < 0。由此可见当 α > 1 时 f(x) ⩾ f(0) = 0；

（2）当 α < 0时，若 x > 0，则 1+x > 1且 α−1 < 0，因此有 (1+x)α−1 < 1，即 f ′(x) > 0；若 0 > x > −1，

则 1 > 1 + x > 0 且 α− 1 < 0，因此有 (1 + x)α−1 > 1，即 f ′(x) < 0。由此可见当 α < 0 时 f(x) ⩾ f(0) = 0；

（3）当 0 < α < 1 时，若 x > 0，则 1 + x > 1 且 α − 1 < 0，因此有 (1 + x)α−1 < 1，即 f ′(x) < 0；若

0 > x > −1，则 1 > 1 + x > 0 且 α − 1 < 0，因此有 (1 + x)α−1 > 1，即 f ′(x) > 0。由此可见当 α < 0 时

f(x) ⩽ f(0) = 0。

综上所述，定理 1.4 得证。

例 1.1. 设 a > 1，用定义证明对数函数 y = loga x 在 (0,+∞) 内是上凸函数。

证明 对于任意的 x1, x2, r1, r2 > 0 且 r1 + r2 = 1，则

loga(r1x1 + r2x2) ⩾ r1 loga x1 + r2 loga x2 ⇐⇒ r1x1 + r2x2 ⩾ xr1
1 xr2

2

⇐⇒ 1 + r1

(
x1

x2
− 1

)
⩾
(
1 +

x1

x2
− 1

)r1

,

由伯努利不等式知上式成立，故由凸函数定义知 y = loga x 在 (0,+∞) 内是上凸函数。

例 1.2. 设 0 < α < 1，用定义证明幂函数 y = xα 在 [0,+∞) 内是上凸函数。

证明 对于任意的 x1, x2 ⩾ 0 及 r1, r2 > 0 且 r1 + r2 = 1，令 K = (r1x
α
1 + r2x

α
2 )

1/α，则易得

r1

(x1

K

)α
+ r2

(x2

K

)α
= 1,

当 0 < α < 1 时，有
1

α
> 1，则由伯努利不等式，有

x1

K
=
(
1 +

(x1

K

)α
− 1
)1/α

⩾ 1 +
1

α

((x1

K

)α
− 1
)
,

x2

K
=
(
1 +

(x2

K

)α
− 1
)1/α

⩾ 1 +
1

α

((x2

K

)α
− 1
)
,

于是

r1 ·
x1

K
+ r2 ·

x2

K
⩾ r1 + r2 +

1

α

(
r1

(x1

K

)α
+ r2

(x2

K

)α
− r1 − r2

)
= 1,

即

r1x1 + r2x2 ⩾ K,

所以

r1x
α
1 + r2x

α
2 ⩽ (r1x1 + r2x2)

α,

故由凸函数定义知幂函数 y = xα 在 [0,+∞) 内是上凸函数。

一般来说，用定义来证明一个函数是否凸通常是不太容易的，还好，我们可以证明，如果 f(x) 二阶可导，

则 f(x) 下凸当且仅当 f ′′(x) ⩾ 0，不过具体证明又需要高等数学的内容，这里也不详细讲了，因为本文中还不

曾用到二阶导数。
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2 幂单调

定理 2.1. 任意给定 xi > 0, i = 1, 2, . . . , n，定义函数

f(k) =

(
n∑

i=1

xk
i

)1/k

, k ̸= 0,

则 f(k) 在 (−∞, 0) 及 (0,+∞) 内都是严格减函数。

证法一 当 p > q > 0 时，有

f(p) < f(q) ⇐⇒

(
n∑

i=1

xp
i

)q/p

<
n∑

i=1

xq
i ⇐⇒ 1 <

n∑
i=1

(
xp
i

xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
n

)q/p

, (2.1)

因为 0 <
q

p
< 1 且 0 <

xp
i

xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
n
< 1，故

(
xp
i

xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
n

)q/p

>
xp
i

xp
1 + xp

2 + · · ·+ xp
n
,

从而式 (2.1) 显然成立，故 f(k) 在 (0,+∞) 内是严格减函数；

当 p < q < 0 同理可证，所以定理 2.1 得证。

证法二 记 exp(x) = ex，则

f(k) = exp

(
1

k
ln

n∑
i=1

xk
i

)
,

故求导得

f ′(k) = exp

(
1

k
ln

n∑
i=1

xk
i

)
· 1

k2

(
xk
1 lnx1 + xk

2 lnx2 + · · ·+ xk
n lnxn

xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

· k − ln
n∑

i=1

xk
i

)

=
f(k)

k2

(
xk
1 lnx

k
1 + xk

2 lnx
k
2 + · · ·+ xk

n lnx
k
n

xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

− ln

n∑
i=1

xk
i

)
,

由例 1.1 知 y = lnx 为上凸函数，故由琴生不等式有

xk
1 lnx

k
1 + xk

2 lnx
k
2 + · · ·+ xk

n lnx
k
n

xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

⩽ ln
x2k
1 + x2k

2 + · · ·+ x2k
n

xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n

< ln
n∑

i=1

xk
i ,

从而得到 f ′(k) < 0，所以定理 2.1 得证。

通过求极限，还可以得到上述 f(k) 的值域为 (0,min{x1, x2, . . . , xn}) ∪ (max{x1, x2, . . . , xn},+∞)。

定理 2.2 (加权幂平均的单调性). 任意给定 xi > 0, pi > 0（i = 1, 2, . . . , n）且 p1 + p2 + · · ·+ pn = 1，定

义函数

f(k) =



(
n∑

i=1

pix
k
i

)1/k

, k ̸= 0,

n∏
i=1

xpi

i , k = 0,

则 f(k) 为 R 上的不减函数。
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证明 由例 1.2 及琴生不等式可知，对于任意 ai > 0, pi > 0（i = 1, 2, . . . , n）且 p1 + p2 + · · ·+ pn = 1，

当 0 < α < 1 时，有
n∑

i=1

pia
α
i ⩽

(
n∑

i=1

piai

)α

. (2.2)

下面对 k 的正负零分别讨论。

（1）令 α =
k1
k2
且 0 < k1 < k2, ai = xk2

i ，代入式 (2.2) 中整理即得

(
n∑

i=1

pix
k1
i

)1/k1

⩽
(

n∑
i=1

pix
k2
i

)1/k2

, (2.3)

由此可见当 k > 0 时 f(k) 为不减函数；

（2）令 α =
k2
k1
且 k1 < k2 < 0, ai = xk1

i ，代入式 (2.2) 中整理同样可得到式 (2.3)，由此可见当 k < 0 时

f(k) 也为不减函数；

（3）考查 f(k) 在 k = 0 处的连续性，我们有

lim
k→0

f(k) = lim
k→0

exp

(
1

k
ln

n∑
i=1

pix
k
i

)
= exp

(
lim
k→0

1

k
ln

n∑
i=1

pix
k
i

)
,

设

g(k) = ln
n∑

i=1

pix
k
i ,

则 g(0) = ln
n∑

i=1

pi = 0，故

lim
k→0

1

k
ln

n∑
i=1

pix
k
i = lim

k→0

g(k)− g(0)

k − 0
,

这正好符合导数的定义，即

lim
k→0

g(k)− g(0)

k − 0
= g′(0),

因为

g′(k) =
1

n∑
i=1

pixk
i

·
n∑

i=1

pix
k
i lnxi,

所以

lim
k→0

1

k
ln

n∑
i=1

pix
k
i = g′(0) =

n∑
i=1

pi lnxi,

因此就有

lim
k→0

f(k) = exp

(
n∑

i=1

pi lnxi

)
= exp

(
n∑

i=1

lnxpi

i

)
=

n∏
i=1

xpi

i = f(0),

由此可见 f(k) 在 k = 0 处是连续的。

综上所述，定理 2.2 得证。

在定理 2.2 中，由 f(1) ⩾ f(0) 得

n∑
i=1

pixi ⩾
n∏

i=1

xpi

i ，显然此式中的 xi 可以取 0，于是得到：
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推论 2.2.1 (加权均值不等式). 对任意 xi ⩾ 0, pi > 0（i = 1, 2, . . . , n）且 p1 + p2 + · · ·+ pn = 1，有

n∑
i=1

pixi ⩾
n∏

i=1

xpi

i .

在定理 2.2 中，取各 pi =
1

n
，再取 k 为整数，即得：

推论 2.2.2. 设 ai > 0, i = 1, 2, . . . , n，则

· · · ⩾ 3

√
a31 + a32 + · · ·+ a3n

n
⩾
√

a21 + a22 + · · ·+ a2n
n

⩾ a1 + a2 + · · ·+ an
n

⩾ n
√
a1a2 . . . an ⩾ n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

⩾
√

n
1
a2
1
+ 1

a2
2
+ · · ·+ 1

a2
n

⩾ 3

√
n

1
a3
1
+ 1

a3
2
+ · · ·+ 1

a3
n

⩾ · · ·

3 赫尔德 (Hölder) 不等式
离散形式的 Hölder 不等式通常是指：

定理 3.1. 设 p, q > 1 满足
1

p
+

1

q
= 1，任意 ai, bi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n，则有

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

⩾
n∑

i=1

aibi. (3.1)

在定理 3.1 中，若令 api = xi, bqi = yi,
1

p
= λ, 1

q
= µ，则定理 3.1 等价于：

定理 3.1′. 设 λ, µ > 0 满足 λ+ µ = 1，任意 xi, yi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n，则有(
n∑

i=1

xi

)λ( n∑
i=1

yi

)µ

⩾
n∑

i=1

xλ
i y

µ
i . (3.2)

它们都有推广形式，以定理 3.1′ 为例，其推广形式为：

定理 3.2. 设 xi,j ⩾ 0, pj > 0, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m，且 p1 + p2 + · · ·+ pm = 1，则有

(x1,1 + x2,1 + · · ·+ xn,1)
p1(x1,2 + x2,2 + · · ·+ xn,2)

p2 · · · (x1,m + x2,m + · · ·+ xn,m)pm

⩾ xp1

1,1x
p2

1,2 . . . x
pm

1,m + xp1

2,1x
p2

2,2 . . . x
pm

2,m + · · ·+ xp1

n,1x
p2

n,2 . . . x
pm
n,m,

即
m∏
j=1

(
n∑

i=1

xi,j

)pj

⩾
n∑

i=1

m∏
j=1

x
pj

i,j . (3.3)

当 m = 2 时定理 3.2 就是定理 3.1′。
习惯上，以上三个定理都可以称之为 Hölder 不等式，下面来证明推广的那个，也就是定理 3.2。

证明 记 Sj =

n∑
i=1

xi,j，如果存在某个 Sj = 0，则 x1,j = x2,j = · · · = xn,j = 0，此时式 (3.3) 两边都为 0，

不等式成立；当所有 Sj 都不为 0 时

式 (3.3) ⇐⇒

n∑
i=1

m∏
j=1

x
pj

i,j

m∏
j=1

S
pj

j

⩽ 1 ⇐⇒
n∑

i=1

m∏
j=1

(
xi,j

Sj

)pj

⩽ 1,
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由加权均值不等式有

n∑
i=1

m∏
j=1

(
xi,j

Sj

)pj

⩽
n∑

i=1

m∑
j=1

(
pj ·

xi,j

Sj

)
=

m∑
j=1

n∑
i=1

(
pj
Sj

· xi,j

)
=

m∑
j=1

(
pj
Sj

·
n∑

i=1

xi,j

)
=

m∑
j=1

pj = 1,

从而式 (3.3) 成立。
综上所述，定理 3.2 得证。

Hölder 不等式还有积分形式，这里就不扯了，本文只讲离散形式的。
在定理 3.2 中，取各 pj =

1

m
，即得：

推论 3.2.1 (卡尔松 (Carlson) 不等式). 设 xi,j ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m，则有

(x1,1 + x2,1 + · · ·+ xn,1)(x1,2 + x2,2 + · · ·+ xn,2)(x1,m + x2,m + · · ·+ xn,m)

⩾
(
m
√
x1,1x1,2 . . . x1,m + m

√
x2,1x2,2 . . . x2,m + · · ·+ m

√
xn,1xn,2 . . . xn,m

)m
.

值得一提的是，卡尔松不等式也可以直接用均值不等式来证，具体过程见《数学空间》2013 年第 4 期（总
第 14 期）最后一页。

另一个最常用的推论就是如下的：

推论 3.2.2 (权方和不等式). 设 xi ⩾ 0, yi > 0, i = 1, 2, . . . , n，则当 m > 0 或 m < −1 时，有

xm+1
1

ym1
+

xm+1
2

ym2
+ · · ·+ xm+1

n

ymn
⩾ (x1 + x2 + · · ·+ xn)

m+1

(y1 + y2 + · · ·+ yn)m
, (3.4)

当 0 > m > −1 时式 (3.4) 反向成立。

注：当指数非正时，约定底数的变量范围为正，下同。

证明 （1）当 m > 0 时，式 (3.4) 等价于

(y1 + y2 + · · ·+ yn)
m/(m+1)

(
xm+1
1

ym1
+

xm+1
2

ym2
+ · · ·+ xm+1

n

ymn

)1/(m+1)

⩾ x1 + x2 + · · ·+ xn,

因为
m

m+ 1
> 0, 1

m+ 1
> 0 且

m

m+ 1
+

1

m+ 1
= 1，于是由 Hölder 不等式得

(y1 + y2 + · · ·+ yn)
m/(m+1)

(
xm+1
1

ym1
+

xm+1
2

ym2
+ · · ·+ xm+1

n

ymn

)1/(m+1)

⩾ y
m/(m+1)
1 ·

(
xm+1
1

ym1

)1/(m+1)

+ y
m/(m+1)
2 ·

(
xm+1
2

ym2

)1/(m+1)

+ · · ·+ ym/(m+1)
n ·

(
xm+1
n

ymn

)1/(m+1)

= x1 + x2 + · · ·+ xn,

即式 (3.4) 成立；
（2）当 m < −1 时，式 (3.4) 等价于

y−m
1

x−m−1
1

+
y−m
2

x−m−1
2

+ · · ·+ y−m
n

x−m−1
n

⩾ (y1 + y2 + · · ·+ yn)
−m

(x1 + x2 + · · ·+ xn)−m−1
,

因为 −m− 1 > 0 且 −m = −m− 1 + 1，可见上述不等式已转化为（1）的情形，由于（1）已证出，故此时式
(3.4) 也成立；
（3）当 0 > m > −1 时，式 (3.4) 的反向不等式等价于

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
m+1 · (y1 + y2 + · · ·+ yn)

−m ⩾ xm+1
1 · y−m

1 + xm+1
2 · y−m

2 + · · ·+ xm+1
n · y−m

n ,

因为 m+ 1 > 0, −m > 0 且 m+ 1−m = 1，于是又由 Hölder 不等式即可知上式显然成立，故此时式 (3.4) 反
向成立。

综上所述，推论 3.2.2 得证。

7



4 闵可夫斯基 (Minkowski) 不等式
离散形式的闵可夫斯基不等式通常是指：

定理 4.1. 任意 ai, bi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , n，则当 p ⩾ 1 时有(
n∑

i=1

api

)1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p

⩾
(

n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1/p

. (4.1)

当 0 < p < 1 或 p < 0 时式 (4.1) 反向成立。

证明 式 (4.1) 等价于

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

+

(
n∑

i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

⩾
n∑

i=1

(ai + bi)
p, (4.2)

当 p = 1 时为恒等式，成立；当 p > 1 时，有
1

p
> 0, 1− 1

p
> 0, 1

p
+ 1− 1

p
= 1，故由 Hölder 不等式得

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

⩾
n∑

i=1

ai(ai + bi)
p−1,

(
n∑

i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

⩾
n∑

i=1

bi(ai + bi)
p−1,

两式相加即得式 (4.2)，故此时式 (4.1) 成立；

当 0 < p < 1 或 p < 0 时，有
1

p
− 1 > 0 或

1

p
− 1 < −1，故由权方和不等式得

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

=

(
n∑

i=1

api

)1/p

(
n∑

i=1

(ai + bi)p
)1/p−1

⩽
n∑

i=1

ai
(ai + bi)1−p

=
n∑

i=1

ai(ai + bi)
p−1,

(
n∑

i=1

bpi

)1/p( n∑
i=1

(ai + bi)
p

)1−1/p

=

(
n∑

i=1

bpi

)1/p

(
n∑

i=1

(ai + bi)p
)1/p−1

⩽
n∑

i=1

bi
(ai + bi)1−p

=
n∑

i=1

bi(ai + bi)
p−1,

两式相加即得式 (4.2) 的反向，故此时式 (4.1) 反向成立。
综上所述，定理 4.1 得证。

由绝对值不等式易知，当 p 为正偶数时，定理 4.1 的变量范围可取实数，而当 p = 2 时定理 4.1 就是三角
形不等式。此外，显然定理 4.1 还可以推广到 m 组数上，这里就不具体写出了。

5 排序不等式

定理 5.1. 若 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn，设 c1, c2, . . . , cn 是 b1, b2, . . . , bn 的任一排列，则

n∑
i=1

aibi ⩾
n∑

i=1

aici ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i.
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证明 记 S =
n∑

i=1

aici，设 i < j，若 ci ⩾ cj，则 (ai − aj)(ci − cj) ⩽ 0，展开得 aici + ajcj ⩽ aicj + ajci，

可见，如果 ci, cj 逆序，则交换 ci, cj 能使 S 不减，经过有限次将逆序的 c 交换的操作后必能使 S 变成左边的

式子，即左边的不等式成立。右边同理。

推论 5.1.1 (切比雪夫 (Chebyshev) 不等式). 若 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn，则

n
n∑

i=1

aibi ⩾
(

n∑
i=1

ai

)(
n∑

i=1

ai

)
⩾ n

n∑
i=1

aibn+1−i.

证明 由排序不等式得

n∑
i=1

aibi ⩾ a1b1 + a2bn + a3bn−1 + · · ·+ anb2 ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i,

n∑
i=1

aibi ⩾ a1b2 + a2b1 + a3bn + · · ·+ anb3 ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i,

n∑
i=1

aibi ⩾ a1b3 + a2b2 + a3b1 + · · ·+ anb4 ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i,

...
n∑

i=1

aibi ⩾ a1bn−1 + a2bn−2 + a3bn−2 + · · ·+ anbn ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i,

n∑
i=1

aibi ⩾ a1bn + a2bn−1 + a3bn−2 + · · ·+ anb1 ⩾
n∑

i=1

aibn+1−i,

n 式相加即得证。

排序不等式还可以推广到 m 组非负实数上，称为微微对偶不等式，由于证明较难，这里暂时不提。

6 CS
离散形式的柯西不等式是指：

定理 6.1. 设 ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n，则(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
⩾
(

n∑
i=1

aibi

)2

. (6.1)

证明 作差配方得 (
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
−

(
n∑

i=1

aibi

)2

=
∑

1⩽i<j⩽n

(aibj − ajbi)
2, (6.2)

故定理 6.1 得证。

其他证法暂时懒得写。恒等式 (6.2) 被称作拉格朗日 (Lagrange) 恒等式。
值得一提的是，柯西不等式在国外通常称作 Cauchy-Schwarz 不等式（为了懒，本文称之为 CS），国内常

把 Schwarz 省略了，我的建议是在与国外朋友交流时不要省。
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推论 6.1.1. 设 ai ∈ R, bi > 0, i = 1, 2, . . . , n，则

a21
b1

+
a22
b2

+ · · ·+ a2n
bn

⩾ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

b1 + b2 + · · ·+ bn
. (6.3)

此推论可以说是 CS 的最常用的变式，没有之一，正因为太过常用，习惯上甚至已经可以直接称它为 CS
而不必再提及“变式”等的字眼。

若仅论形式，CS 可以说是 Hölder、权方和等不等式的特殊形式，但注意 CS 的变量范围是实数，这是
Hölder 等所没有的。

7 小三元

前面讲的都是多元不等式，各种
∑
、
∏
可能大家都看累了，故此最后我们再扯几个小小的三元不等式来

舒缓一下情绪。

定理 7.1 (Schür 不等式). 设 r ∈ R, a, b, c ⩾ 0，则有

ar(a− b)(a− c) + br(b− c)(b− a) + cr(c− a)(c− b) ⩾ 0. (7.1)

特别地，当 r 为正偶数时，式 (7.1) 对 a, b, c ∈ R 成立。

证明 由对称性，不妨设 a ⩾ b ⩾ c ⩾ 0，则式 (7.1) 等价于

ar(a− b)2 + (ar − br + cr)(a− b)(b− c) + cr(b− c)2 ⩾ 0,

显然无论 r 为何值，总有 ar − br + cr ⩾ 0，从而上式显然成立；

当 r 为正偶数时，易知当 a, b, c ∈ R 且 a ⩾ b ⩾ c 时也必有 ar − br + cr ⩾ 0，所以此时上式对 a, b, c ∈ R
成立。

综上所述，定理 7.1 得证。

此证法其实也给出了证明类似 Schür 型不等式的一种简单方法。其他证法暂时懒得写。
特别地，当 r = 1 时，式 (7.1) 有如下一些常用的等价形式

a3 + b3 + c3 + 3abc ⩾ a2b+ b2a+ b2c+ c2b+ c2a+ a2c; (7.2)

abc ⩾ (a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b); (7.3)

abc ⩾ 4(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)− (a+ b+ c)3

9
. (7.4)

当 r = 2 时，式 (7.1) 有如下等价形式

a4 + b4 + c4 + abc(a+ b+ c) ⩾ a3b+ b3a+ b3c+ c3b+ c3a+ a3c; (7.5)

abc(a+ b+ c) ⩾ 5(a+ b+ c)2(ab+ bc+ ca)− 4(ab+ bc+ ca)2 − (a+ b+ c)4

6
; (7.6)

(a− b)2(a+ b− c)2 + (b− c)2(b+ c− a)2 + (c− a)2(c+ a− b)2 ⩾ 0. (7.7)

定理 7.2 (S.O.S. 方法). 已知 a, b, c ∈ R，设 S = Sa(b− c)2 + Sb(c− a)2 + Sc(a− b)2，其中 Sa, Sb, Sc 是

a, b, c 的函数，若满足以下条件其中之一，则 S ⩾ 0。

（1）Sa ⩾ 0 ∧ Sb ⩾ 0 ∧ Sc ⩾ 0；

（2）a ⩾ b ⩾ c ∧ Sb ⩾ 0 ∧ Sb + Sc ⩾ 0 ∧ Sb + Sa ⩾ 0；

（3）a ⩾ b ⩾ c ∧ Sa ⩾ 0 ∧ Sc ⩾ 0 ∧ Sa + 2Sb ⩾ 0 ∧ Sc + 2Sb ⩾ 0；

（4）a ⩾ b ⩾ c ∧ Sb ⩾ 0 ∧ Sc ⩾ 0 ∧ a2Sb + b2Sa ⩾ 0；
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（5）a ⩾ b ⩾ c ⩾ 0 ∧ Sa ⩾ 0 ∧ Sb ⩾ 0 ∧ c2Sb + b2Sc ⩾ 0；

（6）b+ c ⩾ a ⩾ b ⩾ c ∧ Sa ⩾ 0 ∧ Sb ⩾ 0 ∧ b2Sb + c2Sc ⩾ 0；

（7）Sa + Sb + Sc ⩾ 0 ∧ SaSb + SbSc + ScSa ⩾ 0；

（8）……

证明 （1）这是显然的；
（2）因为 (a− c)2 − (a− b)2 − (b− c)2 = 2(a− b)(b− c) ⩾ 0，所以 (a− c)2 ⩾ (a− b)2 + (b− c)2，于是得

S ⩾ (Sb + Sc)(a− b)2 + (Sb + Sa)(b− c)2 ⩾ 0;

（3）因为 2(a− b)2 +2(b− c)2 − (a− c)2 = (a+ c− 2b)2 ⩾ 0，所以 (a− c)2 ⩽ 2(a− b)2 +2(b− c)2，于是得

S ⩾ (Sc + 2Sb)(a− b)2 + (Sa + 2Sb)(b− c)2 ⩾ 0;

（4）因为 a− c

b− c
⩾ a

b
，所以

Sa(b− c)2 + Sb(c− a)2 = (b− c)2

(
Sa +

(
a− c

b− c

)2

Sb

)
⩾ (b− c)2

b2
(a2Sb + b2Sa),

于是

S ⩾ (b− c)2

b2
(a2Sb + b2Sa) + Sc(a− b)2 ⩾ 0;

（5）由 c2Sb + b2Sc ⩾ 0 得 Sc ⩾ −c2

b2
Sb，所以

S ⩾ Sb(c− a)2 − c2

b2
Sb(a− b)2 =

a(b− c)(ab+ ac− 2bc)

b2
Sb ⩾ 0;

（6）因为 a− c

a− b
⩾ b

c
，所以

Sb(c− a)2 + Sc(a− b)2 = (a− b)2

((
a− c

a− b

)2

Sb + Sc

)
⩾ (a− b)2

c2
(b2Sb + c2Sc),

于是

S ⩾ Sa(b− c)2 +
(a− b)2

c2
(b2Sb + c2Sc) ⩾ 0;

（7）若 Sa + Sb, Sb + Sc, Sc + Sa 全为零，则必定 Sa = Sb = Sc = 0，此时 S = 0。若 Sa + Sb, Sb + Sc,
Sc + Sa 不全为零，则必有其中之一为正的，否则与 Sa + Sb + Sc ⩾ 0 矛盾。不妨设 Sb + Sc > 0，配方得

S =

(
(Sb + Sc)a− bSc − cSb

)2
+ (SaSb + SbSc + ScSa)(b− c)2

Sb + Sc
⩾ 0.

综上所述，定理 7.2 得证。

你还可以继续找出更多类似的条件，然而，尽管有那么多判断条件，但是实战经验是，有一定难度的题，

配出来的 Sa, Sb, Sc 经常都比较复杂，用上面各种条件都不容易判断正负，成功的概率并不高。

定理 7.3 (pqr 不等式). 设 a, b, c ∈ R，记 p = a+ b+ c, q = ab+ bc+ ca, r = abc，则有

−2p3 + 9pq − 2(p2 − 3q)
√

p2 − 3q

27
⩽ r ⩽ −2p3 + 9pq + 2(p2 − 3q)

√
p2 − 3q

27
. (7.8)

证明 由 (a− b)2(b− c)2(c− a)2 ⩾ 0 展开得

−27r2 + 2(9pq − 2p3)r + p2q2 − 4q3 ⩾ 0,

解此关于 r 的不等式即得式 (7.8)。
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结束语

由于时间关系，本文有几个严重的缺陷：

• 无讨论取等条件

• 无设置相应例题

• 无配套相应习题

• 无列出参考文献
;-) 真逗
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