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正多边形对角线的一个性质

常 建 明

�常熟高等专科学校�

摘 要 本文证明 了正多边忘村角线的一个并不 为人所 熟知的性质
。
该性

质表明若
� 为正奇数且

， � �
，
则正 � 边形的任何三条不 同的对角线不共点

，

除非它们通过 同一个 顶点
。
由此我们 即知 正

�
边形 当 � 为奇数时其对角线在其

内部共有�了、个不 同 。。 交
�

汽
。

’ 古
一 ‘ ” � 、 � ， ‘

” ”
‘ 一

‘ 、 ” “

关键词 正 � 边形 奇数 衬角线

� 引言 美国数学月刊 〔 �〕 曾经有一道征解题 �

求凸
�
边形对角线在其内部的交点的个数

，
然它的解答者在给出上述征解题解答后

又提出了一个更困难的问题
�

求
�
边简单的正多边形的对角线在其内部的互不相同的交点的个数

。

在 � 为奇数的情形
，
我们证得了正

�
边形的一个性质

，

从而解决 了上述问题
。

定理 �

顶点
。

定理 �

点
。

� 主要引理

引理 �

若 �
为奇数且

� 》 �
，
则正 � 边形无三条对角形共点

，
除非它们通过同一

假设同定理 �
，
则正 二

边形的对角线在其内部共有�替、个互不相同的交
、 仔 ，

为证明我们的结果
，
我们需要下述诸引理

。

����� ����� ����口

����� � ��� ������ ��口 ����。 一 ���

������ 翔 �� ������ � �� �����一 � ��

� � ���
� � � ����� ������ �一 ��� 一 ��� �� ����� ������ 二 一 ��口�

此引理的证明是简单的
。

兹略
。

�

引理 � ����� � ����万 � ��� ·
�

，

�一 ��
�
��

，
其中 �为自然数

，
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为一整系数多项式
，
此处 〔 � 〕表示不超过 � 的最大整数

。

引理 �是 �� �����
�
定理的推论

。

证略
。

�

引理 �

��������红���� � ����一 � � 万� ��� ����� 一 ，� ��� ����� � ，一 ��一 ����� � ，� ��

��������夕���之 二 ����一 � � ，� 之�� �� ��� 一 万� ��� �� ��� � ，一 之�� �� ��� � 夕� 之�

引理 �只要利用三角函数的积化和差公式就可证明
。

引理 �〔 �〕 � � 兀
���

—�
�。 、 ��是一个李

甲 ‘ � �次代数数 ，
其共扼数为

乙

� ���
��万

引理 �

��
， � � � �

。

一 ���

令
�� 、 ��是一个专

甲 ‘ ” ，次代数数
，
其共扼数为 一 ��，

竿
，

��
， � �� �

。

证明
�
由于 一 ��

“� �
��� �� 一 �

��� �� � �
、

二 �

故引理 �是引理 �的直接推论
。

�

引理 �〔 �〕 若两有理系数多项式�� 二 �
， ��二 �有公共根

，
且 ��二 �在有理数域上

不可约
，
则��� �的所有根均为厂�� �的根

。

引理 � 模均为 主的篡数
� �， … ， � 。

若满足

� �� � �� �� � �‘ � �� � � 。

�
�� � 孟� � 尝二 � 士� � 爹� �矛

�月�
��

��、
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�一一
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�
岌�

� 全十 � 飞� � 急二 � 岌十 � 十 �

����

��
廿��

���
�
胜
��、

则或者集合 �� 圣
， �

孟
， � 孟�� ��

士
， �

聋
，

或者有实数 � ，
吞使 ��

�， � �，

对

��

�一 � �� ��
， 。 �兰

二

�

� � 一
�

一
�‘

� �和 ��
‘ ， ��，

二 、 � �

�口
了 ，

再 � � 一 。 飞 � ， ‘

兰
二

�

� � �

� 卜二一 万

� �
，

协 ‘ � 、 。 电二
‘ 气 �� � 一

产 。 、

圣
，
止匕处 入 �表示 道入 � �� 任 � �

。

�证明�

，�’ �� � ，� ��� 一 � � 一 ，� 一 � � � ���，� ，之 � ���
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，曰通
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全
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�
士
�

钱
� �
聋

��
�

��
��

毛�
�

�咤︸

��
�亡」

�
��

�一一
��

�
��

�十
�吕

�
��

��
��

�
��

�

�’�� �劣 �� 。 ��
� � 尤 � � ���� � ‘ 劣�� 。

��
‘ � � 。 � � 。

�
权

�
全� 受

� 尝�� 圣�
�
兰� � � �� 士� 琴尝�

� 矛�
��

�
��

�
��、�，

�



�

��
· 丽水师专学报 �自然科学版� ����年 ��月

下分三种情形讨论
�

� 。 �� � � � ， � � � � �� � �‘ � �� � � 。 今 � 则有

戈 � � � � � �� � � ‘ � 万� � � �

工 �� �� 戈 ��� � 万�� � � �‘ � 。 � ��� � � � �戈�

劣 �义 艺芜� � 义‘ 劣�劣 �

� ‘ ， �� ， � �

为同一个三次方程的根
，
从而

� ��
‘ ， � 。 ， � 。

��

。��与�

�戈故� �， � �，

��
，， � �，

��之�
��

�亡」� ��� �� � 矛�
�
孟� 万 若�

�
士�

� 年 。 ，
此时同 � �一样可证 � 贵

， �

� 孟与 �
二
， � 圣

，
为同一个三次方程的三个根

，

故对

嘴，
�
�、

��沙

么
�月

工
了�、‘

一一
�
圣
， 二 兰 � 且� ��

� ��� ‘ � � ， � � � � � 。 二 � ‘ � � 。 � 二 � � �
、 �

卜
�
兰� � 丢� �

卜
�
二�

义 孟� �

则 此时有
义 �丫 � � 丫 �� � � � �� � � 戈��� � ��� � � 戈 ��� 二 �

又因�叉
，万 ，� 。

�� �二
�� �� 。

�� �
，

故存在实数 � 、

口使丫 ，， 戈 �， 二�

与二 ‘ ， 男。 ， 尤 �

分别是方

程尸 一 �� ‘ 。 二 �和护 一 � ” ’

一 �的三根
，
于是引理 �证明完毕

。
�

� 定理 �的征明
，
根据上述诸引理

，

我们就可着手来证明定理 �
。

显然可不妨假设正
。 边形内接于一单位圆

，
且设其顶点为�

。 ，
� �， … ，

�
、

一 ，〔以

逆时针方向排列�
，

现以正
�
边形中心�为原点

，
��

。
方向为 �轴正向建立右手直角坐

标系
。

令 。 �

令
，
则�

，

的坐标为 ��� ，� � “ ， � ‘��� “ �，
�� “ ‘ � 一 ，，

从而对角线

� �
。

的方程为
� �� ���� �

现假设定理不成立
，

� 、 � 共点
，
其中足标 。

�� � 刀 ����� � ��� 一 �� ��� 一 ��� � �
。

则由正多边形的旋轻对称性可知存在三对角线 � �
、 ，
�

、

�
。 ，

�

�����

�� ��� � ��夕

������ � ��

����口

�
， 二互不相同

，
故有

����口 �

����，� 了�� ����� 一 ���

������ � �� �����一 � ��

由引理 �牛”

��� �白����口������ 二 一 ��� 一 �������� � ������ � �一 ��� � �
。

显然 ��� � �
， ����夕

， �����
， ��� 二 �均不等于零

，
进一步有

������ 。 一 ��口今 �
，

����� 十 �一 ���年 。 ，
否则将有

������ � 一 ��� �� ������ 夕一 ��� � �
，
从而�

，

�
、 ，

�
，
�

�，
� ，�

，
平行与假设矛盾

。

另一方面
，
由于�� ��扮 �

，
�� �今 �

，
故由引理 �知 一 ���日为整系数多项式

� ， 爪 一 � �
�

���� �����一
，、 一 �

一���一 �
， ，一 � ，

����
�·

���� �
�� ，一 、

一�‘ �
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的根
，
其中 。

， �

��
�一 �

� � �
� � �

然由引理 弓
， 一 ���口的共扼数为 一 ����口

，
��

， ’

二�

� �
，
从而应用引理 �可得

����� 口������ ������� ，� 一 ��� � ����������� � ������� �一 ���

其中��
，
�� � �

，

显然上式两边的每一项均非零
，
由于 � 为奇数

，
故可取 � � �

，
�

，
�，

�， ��
。

从而利用 ��� �劣� � ��� � �� � � 这一简单事实可知

�
����� ������白 ������� � 一 ���

������������������� � 一 ���

����������� 口 ������ � �一 ���

�����口��，�� � 。 ����� � �一 ��口
’

� � � ��

利用引理 �
，

�
，
�

。

并令
� ， 二 一 � � �� �� � 一 �

， � �

�‘ �� 一 �� � � � � �一 �
， ��

� 一 �� �� � 一 �
，

�一 � � � � �一 �
，

�� �

� � �

� � �一 �一 � � �

�� � 一 �一 �� �

则我们有
� ��� � ‘ � � ��� � � � � ��� � � � � ���‘ � � � ���

� 口 � � ���
�
�

。
�� �

，�
，
�

，
�

。

如是
，
由引理 �，

有以下两种情形

���� � “
�

� ��“ ‘ 日
， 。 ��“ ，�

， ���“
� 口�� �

。 ��“ ‘ �
， ���“

� 口
， ���“

�
� �

。

不妨设

��一 ��

� ��� � � 。 ���‘ �
，
则 。 ���“

， 一 “ ‘ �口 二 �
。

故
� � 一 �‘ 二 ��� ����

，

但

二 ��一 � � ��
。

因��

���� � 。
�有实数 � ，

� �二 �
，
从而 一 �� �三 ��� ����即 � � �

，
与假设矛盾

。

夕使

� 。 �� ，�
， � ���� 。 ������ 万 万

�一���� �一��一�

，兀

�一�

��，
�一，上�

‘
�
、‘‘���夕

�占�二

��

�� ��
‘
� � �“

��
， 。 ��

�
��

兀 兀

�
。

� ���
� 一 � �

��� �尤
�一�

�

军
�一�

�一一

此时不妨设
。 ���广

� ���

� ���
。 一 ����� � �

� ���
。 一 ����

万
�一�

故
号

�

� � �
，

� �

丁
’

�� �

�一 �

�

一 � �
” 丁

，

则易见

� � �

�

� 一 �一 爪 � �

�

�
一 丁

’

�一 � 一 �� �

�

一

粤均为整数
，
不妨设

�

二 �
�兰

�

�
� �

�
十 一二� �� 。

�

一日卜日扒�一�

故 �� �
， ， �

� �

二 ‘ 弓
如

卜二� ��

�

� 一 ‘ ，�合
” 或 �� ��� 一 ��

�
� �

。

但由
� 一 �一 爪 ��

从而 �� �

�一 � 一 �� �

� �

��� 一 ��一 ���一 ��
、 ，

一
、，，� 、 、 �

，。 � ‘ �
�，�

一

一万一
�一

翎—元一
一

刀里戴
。

还�史得才启
，
主此

，

抚

们完成了定理 �的证明
。
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也谈秋千为什 么越荡越 高
·
�，·

���� 式说明小球势能大部分在与档板的碰撞中被形变所消耗
。

所以
，
人体下蹲后最大摆角不是增大

，
而是减小的

，
即起立增加的势能大部分在下

蹲的最后时刻被腿部肌肉的变形所消耗
。

如果人体起立后最大摆角的增大大于下蹲后最大摆角的减小
，
那么秋千就在人体一

起一蹲中越荡越高了
。 ‘ � � �
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� 定理 �的证明
，
由定理 �可知

，
正 �边形对角线在其内部的交点个数与由正 ， 边形

顶点可构成的凸四边形数目相等
，
故所求个数即为�了、

。

动， 、 ， 、 、 、 � ， �
·

� 叨

一�
·

一一一� �
，曰 、 ’ ”

外 。 ‘ ’ 动 一 ’

�
一

�
砂 、 � ， 。

一
�

� 一个注记

在
�
为偶数时

，
正 。 边形的对角线即使非主对角线 �即过中心�也有三条甚至四条

共点
，
例子是很容易举的

。

现在的问题是如何定出正
�
边形在

�为偶数时其若干条对角

线共点的充要条件
，
这值得进一步探讨

。

最后我们提出下述猜测以结束本文
。

猜测
�

若
�
为偶数

， � � � ，
则正 �

边形无五条相异对角线共点
，
除非它们或者通

过同一顶点
，
或者均为主对角线

。
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