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　　whc57是杨之先生1986年提出的一个猜
想：当 n为奇数时�正 n 边形任何三条对角线
在形内不共点［1］�杨之先生对这一猜想的解决
相当关注．2000年第四届初数会上�他作了一
个大会报告�在“回顾若干 whc 的研究”一节
中�回顾了 whc57两次失败的证明�说明这一
猜想虽简明易懂�但解决相当困难�他感叹15
年来竟无人能“动它一根毫毛”�估计离解决尚
远�笔者以为�此猜想研究的任何进展�应该是
令人鼓舞的．

引理1［1］　在圆内接凸六边形 A1… A6
中�三条对角线 A1A4�A2A5�A3A6共点的充
要条件是

A1A2·A3A4·A5A6＝A2A3·A4A5·A6A1． ①
设正 n边形顶点 Zk 对应复数 z k＝ e

2kπi
n ＝

w k�w＝e
2πi
n ．设0≤k1＜k2＜…＜k6＜ n�n1＝

k2－k1�n2＝k3－k2�…�n5＝k6－k5�n6＝ n＋
k1－k6�n1�…�n6∈N�显然�n1＋…＋ n6＝ n．

引理2　Zk1Zk4�Zk2Zk5�Zk3Zk6三线共点的
充要条件是下列之一：

f1（ w）＝（ w k2－ w k1）（ w k4－ w k3）（ w k6－
w k5）＋（ w k3－ w k2） （ w k5－ w k4） （ w k1－ w k6）
＝0． ②

f2（ w ）＝ w n1＋ n3＋ n5（ w n2 －1） （ w n4 －1）
·（ w n6－1）＋（ w n1－1）（ w n3－1）（ w n5－1）
＝0． ③

其中 n1、n3、n5可与 n2、n4、n6互换．
f3（ w ） ＝ w n1＋ n3＋ n5 （ w n2＋ n4 ＋ w n4＋ n6 ＋

w n6＋ n2－ w n2－ w n4－ w n6）＋（ w n1＋ n3＋ w n3＋ n5

＋w n5＋ n1－w n1－w n3－w n5）＝0． ④
其中 n1、n3、n5与 n2、n4、n6可互换．

f4（ w）＝（ w n1＋ n3＋ n5－1）（ w n2－1）（ w n4－
1）（ w n6－1）－（ w n2＋ n4＋ n6－1）（ w n1－1）（ w n3－
1）（ w n5－1）＝0． ⑤

证明：0≤θ2－θ1≤2π时�记α＝θ2－θ12 �

β＝π＋θ2＋θ12 �则

eiθ2－eiθ1＝2sinα（cosβ＋ isinβ）
＝｜eiθ2－eiθ1｜eβi（∵sinα≥0�

故 sinα＝｜eiθ1－eiθ2｜）．
记θuv＝π2＋kvπ

n ＋kuπ
n �则有

w ku－w kv＝ZkuZkveiθuv．
∴（ w k2－w k1）（ w k4－w k3）（ w k6－w k5）

＝Zk2Zk1·Zk4Zk3·Zk6Zk5·e（θ12＋θ34＋θ56） i

－（ w k3－w k2）（ w k5－w k4）（ w k1－w k6）
＝Zk3Zk2·Zk5Zk4·Zk1Zk6·e（θ12＋θ34＋θ56） i．

由引理1即知�Zk1Zk4�Zk2Zk5�Zk3Zk6共点
的条件是②成立．

f1（ w）·w k2－ k4－ k6·w n1＋ n3＋ n5＝ f2（ w）．
现②与③等价；③展开�注意 n1＋…＋ n6

＝ n�w n＝1�即为 f3（ w）�故③、④等价；f2（ w）
中 n1、n3、n5 与 n2、n4、n6 互换得 f2′（ w ）�
f2′（w）－ f2（ w）＝ f4（ w）．反之�若⑤成立�两
端乘以 w n1＋ n3＋ n5�注意 w n1＋ n3＋ n5－1≠0�即为
③．

引理3　Zk1Zk4�Zk2Zk5�Zk3Zk6三线共点的
充要条件是下列条件之一：

φn（ x）｜f i （ x）�i＝1�2�3或4． ⑥
其中φn （ x）是分圆多项式［1］�f i （ x）是将

②～⑤中 f i（ w ）中的 w 换为 x 而得到的多
项式．

证明：若②成立�则 f1（ x）有根 x＝ w；但
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φn（ x）也有根 w�而φn（ x）为不可约多项式�所
以φn（ x）｜f （ x）（见 ［2］第四章§2的定理二）．
反之�若φn（ x）｜f1（ x）�显然有②成立．因而三
线共点的条件是⑥中 i＝1时成立．类似证 i＝
2�3�4的情形．

定理1　素数条边的正多边形任何三条对
角线在形内不共点．

证明：设素数 n≥7�我们来证明�对任何
其和为 n 的正整数组（ n1�…�n6）�φn （ x ）｜
f2（ x）不会成立．因为 f2（ x）可分解为 f2（ x）＝
（x－1）3g（ x）�其中 g（ x）是（ n－3）次非零多
项式；n是素数�φn（ x）＝ x n－1＋…＋1是φ（n）
＝n－1次多项式�φn（ x）∤（ x－1）3�φn（ x）∤
g（ x）�故φn（ x）∤f2（ x）．
定理2　奇数条边的正多边形任何三条对

角线在形内不共点．
证明：用反证法�设 n 为奇数�正整数 n1�

…�n6满足 n1＋…＋ n6＝ n�使相应三条对应
线共点�则

f2（ w）＝0． ①
即 f2（ x）有根 w�从而φn（ x）｜f2（ x）�因 n 为
奇数�（2�n）＝1�w2为 n次本原单位根�故 w2

是φn（ x）的根�进而是 f2（ x）的根�即
f2（ w2）＝0 ②
由①将 f2（ w2）析因�第1项为
w2（ n1＋ n3＋ n5）（ w n2＋1）（ w n4＋1）（ w n6

＋1）·（ w n2－1）（ w n4－1）（ w n6－1）
＝－ w n1＋ n3＋ n5（ w n2＋1）（ w n4＋1）（ w n6＋

1）（ w n1－1）（ w n3－1）（ w n5－1）．
因而�f2（ w2）前后两项有非零公因式

（ w n1－1）（ w n3－1）（ w n5－1）�
②中约去这个因式�得

w n1＋ n3＋ n5（ w n2＋1）（ w n4＋1）（ w n6＋1）
＝（ w n1＋1）（ w n3＋1）（ w n5＋1）． ③

又①可写作
w n1＋ n3＋ n5（ w n2－1）（ w n4－1）（ w n6－1）

＝－（ w n1－1）（ w n3－1）（ w n5－1）． ④
③、④两式相加�除以2�
w n1＋ n3＋ n5（ w n2＋ n4＋ n6＋w n2＋w n4＋w n6）

＝w n3＋ n5＋w n5＋ n1＋w n1＋ n3＋1�

w n1＋ n3＋ n5（ w n2 ＋ w n4 ＋ w n6）＝ w n3＋ n5 ＋
w n5＋ n1＋w n1＋ n3�

w n2＋w n4＋w n6＝w－ n1＋w－ n3＋w－ n5．⑤
③、④两式相减�除以2�
w n1＋ n3＋ n5（ w n4＋ n6＋w n6＋ n2＋w n2＋ n4＋1）

＝w n1＋ n3＋ n5＋w n1＋w n3＋w n5�
w n1＋ n3＋ n5（ w n4＋ n6＋w n6＋ n2＋w n2＋ n4）

＝w n1＋w n3＋w n5�
w n4＋ n6＋w n6＋ n2＋w n2＋ n4＝w－ n3－ n5

＋w－ n5－ n1＋w－ n1－ n3． ⑥
同时�由 w n＝1�又有
w n2＋ n4＋ n6＝w－ n1－ n3－ n5． ⑦
⑤、⑥、⑦表明�w n2�w n4�w n6和 w－ n1�

w－ n3�w－ n5是同一个三次方程的三个根�但
是�w n2�w n4�w n6中任何一个与 w－ n1＝ w n－ n1�
w－ n3＝w n－ n3�w－ n5＝ w n－ n5中任何一个�都不
可能相等�因此�不可能有正整数 n1�n2�…�n6
满足①�由［1］的引理2�知定理得证．

由此即知�当 n 为奇数时�正 n 边形交点
数为

D（ n）＝C4
n＝124n（ n－1）（ n－2）（ n－3）．

对于偶数情况�作者猜想：若2｜n�3不能
整除 n（即 n＝6k±2）�则除了主对角线汇于
中心外�正 n边形任何四条或四条以上的对角
线在形内不共点．
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