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００ １２
－

０５

先从一个非常经典的几何问题谈起．此问题不难 ．

引例 如图 １
， 圆心为 ４

、
Ｓ

、
Ｃ 的三个圆注意到 ，

彼此外切 ，
且均与直线 Ｚ 相切 ，设三个圆 的半Ａ

Ｘ
Ｂ

＇扎。 ： ２＾从 ＝ ２“ ，

径分别为 
ａ

、
６
、
ｃ
（
０ ＜ ｃ ＜ ａ ＜ ６

）
． 证明 ：＋４６

＝＾５
”

１
＝
丄

＋
丄

１①因此 ，式①成立 ．

在 ＆ ＃
’

事实上
，
引例正是本文所要介绍的笛卡

，
一
＇

＾尔定理的特列．

＼下面给出该定理的具体表述与证明 ．

（ ， Ｙ／）笛卡尔定理
［
１

］

若平面上 四个半径为

ＩＪｒｙｗ＃ 的圆两两相切于不同点 ，则其半

Ｉ

＾
ｔ径满足以下结论 ：

Ｃ
ｉＢ

＇⑴若四圆两两外切 ，则

①
收稿 日期 ：

２０１ ６
－

０１
－ ０６修回 日期 ：

２０１６ － ０３
－

０３ ＇ １ 
＝

１ｉ
ｌ１ 

＝ １Ｔ
ｉ

【结构联想 】 由再注意到
，

４ｐｑ
＝
（ｐ

＋
ｑ ）

２
－

ｉｐ
－

ｑ ）

２１５３６０＝１０２４ｘ１５＝ ９６０ ｘ １６．

专 ３ １

２
－

１＝ ９６０
，可构造

则网矣２４０．（
〇

ｊ ，
〇

２＞ ＞
ａ

３ ｉ ）

故 （ ａ
ｉ

＿

６
ｉ ）

＋ （ ６
ｙ

＿

ａ
／
） ＾＾

＝
（

１
，
２

，

． ． ．

，
１５

，
２０００

，
２００Ｖ ． ．

，
２ ０１５

） ，

； ；

２４０（
６

１ Ａ ，

－

Ａ ）
＝

（
１ Ｑ２５

，
１０２６

，

． －

，
１０５５

） ，

另一方面 ，不妨设ｉ ＞ｙ
． 则此时 ，

５ 
＝

１０２４ ｘ １５＋ ９６０ ｘ １６ ＝ ３０ ７２０
，

（
ａ

，

．

－

６
；
）＋ （ ｂ

ｊ

－

ａ
ｊ
）＝ 〇

；

－

（
６

；

－

６
７
）
－

ａ
；且〇

１
＋％

＋
…

＋〇
３ １

＾ （
１９８４＋ ｉ

）
－

（
ｉ
－

ｊ）
－

ｊ

＝
１９ ８４ ．

＝
卜

＋ ６
２
＋
…

＋６
３ １

＝
３２２４０

，

故裝＾
彡 １９８４符合要求 ．

２４０综上 ，
Ｓ 的最大值为 ３０７２０．

＝
＞Ａ＾６４ｘ２４０＝１ ５３６０【注 】若取Ｐ

＝ １６
， 兮

＝
１５

，
则有如下构造 ：

＝
＞Ｓ＝ ２＾４ ＾３０７２０ ．（ Ａ ，

辽２ ，

…

，
ａ

３ ｉ ）

最后 ，从等号成立的条件入手 ，
可取＝

（
１

，
２

，

…

，

１６
，
２００１

，
２００２

，

…

，
２０１５ ） ，

ｐ
＝ １５

， ｇ
＝１６ ．（

ｂ
ｌ ９

ｂ
２ ９

－－

９

ｂ
３ １ ）

＝
（
９６ １

，
９６２

，

？ ？ ？

，
９９ １

）
．
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（
２

）若半径为 ； 的圆 内切于半径＝Ｍ２
－

 （ｙ

２－

ａ ｆＷｘ

２
－

（ｉ 
Ｈ

２
－

ｂ

２

）

２

］
．

为 「
４
的大圆中 ，则＠

（ ＾－
＋
Ｌ

＋
Ｌ ＿Ｌ

）

２

＝ ２ ｆ］＼ ．②式⑥两边平方并化简 ，再将
Ｕｒ

２ｒ
３／Ｊｈｉ ｒ

］代人得
证明 事实上 ，平面上四个圆满足两两

＿ｒ
ｌ
ｒ
２
ｒ
３^

相切
，
要么四个圆两两外切 ，要么其中三个圆？ ＝

２
３^ （

ｒ
１
＋ ｒ

２
＋ ｒ

３ ）
＋ ｒ＾ ３^

两两外切且同时内切于第四个圆 中 ， 即有定

理中的情形 （
１

）
和 （

２
）

．

（
２

）三个圆内切于半径为 ｒ
４ 的大圆中 ．

用同样的方法 ，
此时 ，

（
１

） 四圆两两外切．

ｘ ＝
ｒ
Ａ

－

ｒ．

ｉ ，ｙ 

＝
ｒ

Ａ

－

ｒ
２ ，

ｚ
＝

ｒ
ｉ
— ｒ

ｌ ，

如图 ２
，令不变 ，代人式⑥得

〇
ｌ
〇

２
＝ ｒ

ｌ
＋ ｒ

２
＝

°
＞
＾

１


＾
３
＝

ｒ
ｌ＋ｒ

３
＝＾

＞ｈｈｈ偷
０

２
０

３
＝ｒ

２
＋ ｒ

３
＝

ｃ
，
００

３
＝ｒ

３
＋ｒ

４
＝

ｘ
，

４

＋ ｒ
２
＋ ｒ

３ ）
－

（
ｒ

ｔ

ｒ
２
＋ｒ

ｊ

ｒ
３
＋ ｒ

２
ｒ
３ ）

００
２

＝
ｒ
２
＋ ｒ

４
＝
ｙ ，
〇〇

ｉ
＝

ｒ
ｔ＋ ｒ

４
＝ ｚ

，从而 ，式②成立．

Ｚ（＾ 〇〇２
＝

ａ
，
Ｚ〇

３
〇（ｈ 邙 ，

Ｚ〇
２
〇〇

３为什么引例是笛卡尔定理的特列 ？ 事实

则 ａ ＋
／
３＋

ｙ
＝ ２７ｔ上 ， 由式⑦得

Ｊ＿ ＿ 〇
Ｉ１１「

Ｊ＿Ｊ＿Ｊ＿

广Ｘ广
￣

ｒ
４

＿

心２
「
３

＋

；ｖ２

＋
ｒ

，


＋
ｒ

２

＋
ｒ

３

■

ｆｒ
，

丫
Ｇ）当 ／

■

３
—＋？

时 ，

（

ｒ

Ｔ
ｙｉ

＝

ｉ
＋

ｉ
．

乂 ＾这正是引例的结论．

图 ２同样地 ， 由式⑧得

—

＝ ２／

－＾―
＋

－＾―

＋

—



（

—

＋

—

＋ 

—

）

．

２７２
ｒ
４ｙ ｒ

２
ｒ
３ｒ

３
ｒ
ｔｔ

ｘ

ｔ
２＼

ｒ
ｘｒ

２ｒ
３ ）

ｃｏｓａ
＝
＾，③此时 ，令 ｒ

４

￣＾＋００
，亦得引例结论？

２ｆ
＿ ２再给出笛卡尔定理的具体应用．

Ｃ０Ｓ
ｉ
ｇ ＝

？－－
＋

｜^

－

Ａ ．

＞④ｍ触５：＿麵胃
Ｉ
Ｓ醜 ４

１

，＃

２Ｔ
＿２次作四个内切圆 ． 若所作四个圆除首末二者

ｃｏｓ ｙ
＝Ｈ厂 （Ｄ外各依次相外切

，
贝 ！

１
所作四个＠１的半径 ｒ

ｉ 、

注意到
，

ｒ
２ 、

ｒ
３ 、

ｒ
４ 满足：

１ ３３１

ｃｏｓ
ｙ

＝ｃｏｓ
（
ａ＋

＾
８
）

—


＋

—

 ＝０ ．

ｒ
ｌｒ

２ｒ
３ｒ

４

＝ ｃｏｓａ
－

ｃｏｓ
＾
Ｓ
－

Ｖ （
１
－ ｃ〇８

－

ａ ） （
ｌ
－ ｃ〇８

２

）
８
）

？例 １ 被称作周达定理． 该定理，早出现

将式③ ￣⑤代人上式 ，化简得在文 ［ ２ ］ 中 ，文 ［
１

］ 、 ［
３

］均给 出了详实的ｆｆｉ

＾
（
ｘ
２

＋／

－

ｃ

２

）＋ （／
＋／

－

ａ
２

） （
ｉ＾ｘ

１
－ ｂ

２

）明
，
其中文 ［

３
］ 用反演变换给 出了该定理的
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简单证明 ，并将结论推广到了ｎ 个圆的情形 ．

^

证明 如图 ３
，
设已知两圆为？ ０

、
？０

＇

，Ａ

半径分别为 ａ
、
６． 所作的 四个圆依次为？ｈ 、＼ ａ

？０
２ 、
？ ０

３ 、
？０

４
．／＼

一
＾

＇

＇

由 于＋＾
ＡＯＢＣ

＋＝＾
Ａ４ＢＣ ｙ则 由

海伦公式得

＾ Ｊａｂｘｎ （ ａ^ ｂ ＋ Ｘｎ ）＝－／ａｂｃ ｛ ａ＋ｂ＋ ｃ ） ■

＝＝牛＝卡尔定理中四
定理中

ｆＨ２州顺外切 的娜？

（

＿

ｄ
Ｗ ）

＝ ２

（
？ＶＨ ）

．＊式⑦得

类似地 ，
对？ 〇

、
？〇

＇

、
？ 〇

２ 、
？ ０

３ 利用笛％
＝


ａｂｃ

．

／

卡个定理得
ａ６＋６ｃ＋ ｃａ＋ ２ｙａ６ｃ （

ａ＋６＋ｃ
）

＂

ｉ ＼ｉ． ／
ｉ１ｉＭ即得所求正根？

（

－

７
＋

Ｔ
＋

＾
＋

＾Ｊ
＝

ＶＶ
＋

？
＋

？ Ｊ

－例 ３ 如 图 ５
，
设最大半圆半径为 １

，小

两式相减得半圆半径为｜
． 求第 Ａ； 个阴影圆的半径 ．

ＪＳＴ＿
类似地 ，

１
＋
丄

－
！

＝
－！

＋

ｆ
．图 ５

以上“


ｉ结论＿

ａ

的半径为 ７

■

＊
＿

例 ２ 记
“

Ｄ
”

表示轮换对称和ｎ则 由笛

ｆ

尔

ｆ ２

彳

， ｉｉ＼

Ｃ £ Ｒ
＋

． 试求方程 （

２
＿

１ ＋

＾
＋ｄ

＝２

（

１ ＋４ ＋

＾
＋

ｄ
－

２

＇／ａｂｘ （
ａ＋ ｂ ＋ｘ

）
＝ｙ／ａｂｃ （

ａ＋ ｂ＋ｃ
）类似地 ，

的正根［
４

］

（
２
－

１＋
丄

＋

Ｊ－
ｆ

＝ ２
（

１＋ ４ ＋４ ＋Ｈ
解 如图 ４

，
以ａ＋６ 、 ６ ＋ ｃ 、ａ ＋ ｃ为边构又ｒ

ｋｒ
ｋ
－ｄ ＼ｒ

ｌｒ
ｌ
－

ｉ ｌ

成Ａ ４ＢＣ
，
以 ４ 、Ｂ 、Ｃ 为圆心依次以 ａ 、

６
、
ｃ 为两式相减得

半径作圆 ，
设？ ０ 与上述三个圆外切 ，

其半径２
 （

Ｊ
——Ｕ ／

Ｊ－
＋

Ｊ－
）

为 ％
＼
ｒ

ｉ

ｆｃ＋ ｌｒ
ｋ
－ ｌ ｌ ＼

ｒ
Ａ＋ ｌｒ

ｈ
－

ｌ
ｌ
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＝） （

２ ＋
－

＋ 

—

＋

—

）记
ｄ＝

ｆ
－

ｄ
，

＝

＿

ｄ
＇

＋ ｅ

＇

＋’
’

，

＼
ｒ
ｉ ＋ ｉ
ｒ

ｋ
－

＼ ） ＼ｒ
ｋＴ

ｋ
－

＼ｒ
ｉ ＋ ｉ ／２２

４
丄

＋ 

丄丄 ２ｅ ＝

＾
－

ｅ

＇

＝

ｄ
＇
－

ｅ

＇

＋＾
＇

，

ｒ
“ ｉｒ

ｋ
－

＼
Ｔ
ｋ２２

屮
丄＿

（

丄 ＿

丄

）

＝ ２ ．

＼ ＾ ＋ ｉｒｊ＼
ｒ
ｋ ｒ

ｋ
＿Ｊ２２

累加得Ｗ＼
ｄ＋ｅ ＋ｆ

＝

ｆ
．

７广
ｋ
２
－

ｋ＋Ｃ
（
Ｃ 为持定系数 ）

．

在Ａ■ 内部 ，分腦 为 圆心

因此
，

丄
＝Ｃ

，

Ｊ＿
＝ ２＋ ｃ．依次以〇 、 ／为半径作三个较小的半圆 ．

由于大圆 、小半圆和第一个阴影圆 、第二＠＃＾＝＾ ＝

＾５ ＝ ／＾
’

个阴影圆 ＭＪ ，则ｅ ＋ｆ
＝ ｄ

＇

＝＼ｂＣ＝ ＥＦ
，

（

－

１＋ ２＋Ｃ ＋ ２＋ Ｃ
）

２２

＝ ２
［
１＋ ４＋Ｃ

２

＋
（
Ｃ ＋ ２

）

２

］ｆ＋ ｄ
＝

ｅ

＇

＝

＾
－

ＡＣ
＝

ＦＤ
，

９４２

＝
＞ Ｃ

＝

４
＝

４ｋ
２
－

４ｋ ＋ ９

．

所以
，
这三个较小的半圆两两相切 ，且这些切

例 ４ 设Ａ ４５Ｃ 的半周长为 ／
＞

， 内切圆 点分别为 的内切圆与其三边的切点．

半径为 ／

？

，分别以 ＳＣ 、Ｃ４ ｖ４ｆｉ 为直径在△仙Ｃ设观 与较小的半圆分别交于

的外侧作半圆 ，设与这三个半圆均相切 的圆点 Ｄ
”

、Ｅ
＂

、Ｆ
”

．

尸 的半径为 证明 ：
因为这些半圆互不重叠 ，且 〇 为这些半

＋⑨圆外部的点 ，
所以

，
ＤＷＷＷ

，即 ＊ ＞

ｆ

？

证明 如图 ６
，
设圆 厂酬心为 ０

，
Ｚ）

、

五
、
Ｆ 分别为边 的 中点 ， 圆 厂 与三设 ｇ

＝ 卜
ｆ

． 则

个半圆的切点分别为 ，
又设这三个＝＝

气
分

！ｆ
贝丨

』
如

’

、
抓

、

于是 ， 以 〇 为圆心 、客 为半径的圆与这三
即 均过点 且 Ｐ＋／ ．

个互切的半圆均相切

由笛卡尔定理得

２

（辦皆 （
告―屮含）

２

４＋＋十 

２摩．

又 ＝

詈

＼

ｄ
，Ｊ／＝

＼／ （
ｄ＋ｅ ＋ｆ）

ｄｅｆ ，

一

Ｗ＼＾
－

＝
—

Ｖ（ ｄ＋ｅ ＋ｆ）
ｄｅｆ

＝

ｆｊ
＜＾．

ｚｐｙ
ａ＋ｅ＋／

图 ６故要证明式⑨右边
，
即等价证明
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丄
＞
＾＿

＝ ２＋
Ｗ

．为 ２ 、２ 、 ３ 、３ ． 每个球均与其余三个球外切 ，
另

２Ｓ２
－

Ｖ＾有一个小球与这四个球均外切． 求该小球的

注意到 ，半径 ．

丄
＝ 丄

＋
丄

＋
丄

＋ ２［
ｄ ＋＾＋ｆ＼（

１ ９９５
， 中国数学奥林匹克 ）

２ｇ＾ ｄ ＋ ｅ ＋ｆ＼

￣

ｄｅＪ４ｄｅｆ）解 设所求的球的半径为 ｒ＝
丄

． 则 由
ｘ ＋ Ｙ ＋ ｚ

２
ｘ

－ｙ／ｘｙ
＋ ｙｚ ＋ ｚｘ笛卡尔定理得

其中 ，
Ｗ＝ ｌ

， ｙｅ
＝ｌ

，
；

？ｆ
＝ ｌ ．／ｌ

＋
ｌ

＋ 

ｌ
＋
ｌ

＋ ａ；

］

２

故只要证＼
２２３３

丨

（
ｘ＋

ｙ
＋

ｚ
）

２

＾ ３
（ ｘｙ

＋
ｙｚ＋ｚｘ ）

．⑩＝ ３

（＾

＂

＋

．

＋

＾

＂

＋

表
＋ 尤

２

）

Ｘ
（
ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ

）

２
－

３
（
ｘｙ ＋ ｙｚ ＋ ｚｘ

）＾２^

＝

＾
［ （ ｘ

－

ｙ）

１

＋
（ｙ 

－

ｚ
）

２

＋
（
ｚ
－

ｘ
）

２

］（
３）３

（ ｌ ８

＋ Ｘ

）

ｎ＿１ １
＿６

＞ 〇
，

从而
，
式⑩成立 ．

参考文献 ：

因此
，
式⑨右边也成立 ．［ １ ］ 沈文选 ，杨清桃 编著 ． 几何瑰宝 ： 平面几何 ５００ 名题

笛卡尔定理在三维空间中仍有类似的结暨 １〇〇〇 条定理 （上 ） ［ Ｍ ］ ． 哈尔滨工业大学 出版社 ，

论 ：若五个球的半径为 ｒ
，

．

（ ｉ
＝
１

，
２

，

…

，
５

） ，满２〇１〇 －

足任意一个球与其他四个球外切 ，则⑴ 梁＿ 编著 ？ 初等数学复习 及研究 （平 面几何 〉

５２５［ Ｍ ］
． 北京 ：人民教育出版社 ，

１ ９５ ８ ．

）
＝ ３ ．［

３
］ 萧振纲 著 ． 几何变换与几何证题 ［

Ｍ
］

． 哈尔滨工业
＇ ｉ＝ １Ｔ

ｉ ＇ｉ 
＝

ｌ Ｔ

＼大学出版社 ，
２０ １ ０ ．

利用三维的笛卡尔定理 ，就可 以解决下 ［
４

］ 中關家集训队教练组 编 ． 走向 ＩＭＯ
： 数学奥林匹

面的例 ５ ．克试题集锦 （ ２００７ ） ［
Ｍ

］ ． 上海 ：华东师范大学出版社 ，

例 ５ 空 间有四个球
，
它们的半径分别２００７

－

敬 告 读 者

经天津市新闻出版局备案 ， 《 中等数学》编辑部为帮助读者更好地了解世界数学竞赛状况 ，

给数学爱好者提供更丰富 、更详尽的世界各国及地区数学竞赛试题 ，今年将继续出版 《 ２０ １４
—

２０ １５ 国内外数学竞赛题及精解》 （ 以下简称
“

２０ １６ 年增刊
”

） 。
２０ １６ 年增刊精选了 国内外三十多

个国家及地区的竞赛试题 ，并给出详细解答。 本增刊资料性强 ，
权威性髙

，
有助于读者拓宽视野 ，

进一步提高自身竞赛水平 ，适合准备参加全国高中数学联赛的学生及辅导教师阅读 。

２０ １６ 年增刊将于 ６ 月底出版
，
定价 ３８ 元 。 编辑部从即 日起接受读者订购 。 邮购单册 ４３

元 （含邮挂费 ） 。

如需办理快递请与发行部联系 。

发行部地址 ：
３０００７４

，
天津市河西区吴家窑大街 ５７ 号增 １ 号

电 话 ：
０２２ － ２３５４２２３３１５８２２６３ １ １６３开户行 ： 中国建设银行天津河北支行

户 名 ：娄姗姗账 号 ：
４３６７４２００６ １ ７ １０ １ １７０５５
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