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本文介绍一种利用计算数学中的差分概念推导出

略
广 的和的一种新方法

。

利用这种方法
，

可 以摆

脱对三
户“ 一 ’

�‘ 一 ‘ ，
�

，

一 ��的依赖
，

得出求三�’� 的

和的一般模式
，

容易记忆 �当 � 较大时
，

能大大减小运

算量
，

便于计算机计算 �能得到求三广 的和的一般结

果
。

然后
，

把问题推广为求三�
“ �

���
‘

���
” 为常

数
，
优 和 ”

为正整数，的和以及求
息

〔�· � ��，‘ ，“ ‘一

�为常数
， ��和 �为非零整数

，

且 �
、
�同号

， �
为正整

数�的和
。

进而用本文推导出的主要结果解决有限项

交错级
略

�一 ‘�’
一 ’ �� 十 “��“ 以及求三�

� 十 ���
“

��
、
�为常数

，
�为整数

，
� 和 �

为正整数�的和的问

题
。

定义 � 设已知函数 ����在一串等距点 �， � ��
������ �

，
�

，
�

， …�上的值为 �� � 。�
，

��� 。 � ��
，

��� 。

� �入�
， … 。

我们称表达式 ���
����人�� ���� � ���

��创
一�� � 。 ����为 ����在点 � � �， 上以 �为步长

的一阶向前差分
，

简称一阶差分
。

其中
“ △ ”

称作向前

差分算子
。

约定 △���������� ��������。

对一阶差分再作一次差分称作二阶差分
。

记作

。 ������夕入�����
� 。 � ��� ��入�一好�

������
。

一般地
， �
阶差分可如下定义

定义 � 对
� 一 �阶差分的差分称作

�
阶差分

，

记

作 △，

了���� �入�� △“ 一 ’����� ��� ��人�一 乙
� 一 ���� �

����
。

由差分的定义容易证明
�

引理 � 常数的差分为零
。

引理 � 若
�� 、 �

为正整数
，

则 △阴杏了��� ��� ��

△成 � ’

了�����人�
。

由数学归纳法易证
。

引理 � �
次多项式����的 二 阶差分△叮���

���
��
�

�
�是

� 一 � 次多项式
。

由引理 �及引理 �
，

立得
�

推论 若
“
为正整数

， �
次多项式����的

� 十 “

阶差分恒为零
。

引理 � 任一多项式 �� ��
，

若 乙叮���是
‘
次项

式
，

则 ����是
� � � 次多项式

。

证明 用反证法
。

若 �� ��不是
� � 二 次多项式

，

不妨设 ����是 �次多项式
，
�护

� 十 二
，

由引理 �
，

对

����作 二 阶差分得 △叮���是 � 一 � 次多项式
。

由

于 �特 � � �
，

于是 � 一 � 护 ￡，

故 乙叮�� �不是
�
次多

项式
，

与已知矛盾
，

所以 ����是
‘ � � 次多项式

。

定理 ‘ 设 “ 和 ”
为正整数

，

则和数三�
’

� �
，

�。�· � �
，
�。卜
�

� … � �‘ 。 一，�。找素牛益
，

式

中 ��’
� ������ �黑

。
��，

一 ‘����� �戮
一 ‘ 一 ��

〔六
�‘仍一

‘ �’��卜责
�‘二
一

” ‘“，� … �

示命
�‘“ “ ’‘�，’

·

这里 ‘ “ “ ， ‘ ， ’ ， ” ’ ， ” ‘ 一 ‘ ’

证明 和

蛇广 是
·
的函数

，

设 “ ‘“，一�，

“ ‘儿，一
月广

， 。 一 ‘ ，
�

，

一 根据定义 ‘ △“ �二卜
��

� � ��一 ��
�
�� �

� � ��
，� ，

由于 ��
�
�的一阶差分

是
。 �
次多项式

，

根据引理 �
，
����可用变元

�
的二 十

�次多项式表示
。
把 ��

�
�利用 �����

�
级数展开

��
·
卜 �

·

�。卜二 �
，
�。�

·

畜
� … �

��，
十 ’����

·
�仍 � �

�� � ���

。

把 △��� �展成 ������ 级数

�
·

�·卜

架
�

争
�

一黔斋
� �一

��二
。

对上式求各阶导数
，

陆续可得

�
，
�， ��

斗且
� … 、 望竺士�肠 〕

� �盆�
� � ��“

一 ’

�，���� … �

��二
� ‘����� �君

。

��，
� ‘��

二
�

�二 一 ���
� �蕊��

� ��，
一�， …

当
� � �时

，

由以上 � 十 �式确定 �’ ���
�

’
���

， … ，
��“

� �����的线性方程组
�

、护

��价爪沉成

���
。�。

�
产���������������

� � �

�� �� �� � ���

� �

�� ��

�

��
一 ���

�
，

���

�
‘
���

犷���

��，
十 �����
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由于此方程组的系数矩阵为上三角矩阵
，

自下而

上进行逐个迭代可以求得方程组的解为 ��
“ � ’�����

��
，

�‘二 一 ‘，‘��一 ��一 ‘ 一 ‘ 一 〔六
�‘

一
‘，����

土司
二 一 ‘ � �、 ， 。 、

二
� � ‘ 二 ‘ �、 ， 一 、 ， ， �

盒�、 爪 一 ’ 个 ‘ ，
���� … � 万子二

�‘阴 十 ��������� �
�

�
�

��一
‘ 一 ”

’

��� ���、
、 。 ， � 、

一
。 ， 二 �

�
， … ，

� 一 ��
，

把这个结果代入 ��� �的 ��殉
�
展开

式
，

即得命题的结论
。

更一般地
，

关于求底数为等差数列的 二 次幕的

和
，

有下述定理
�

定理 � 设
� 、
�为常数

，
二 和 ，

为正整数
，

则和

数 分�
。 � 妙 �

二 一 �
，

�。 �
�

二 � �
，
�。 �劣

� … 十

厂
� 、 �� 一 �

‘
一

、 一

“
�

一
、 一 尹

��

��二
· ���。片卫

牛拱
�

，

其中 ��二
· ���。�一 �二二

�

’ 一 ‘

吸� � ���
’ ‘ 、 ，

一 、 一 ，
二，

利用定理 �和定理 �
，

我们能求有限项交错级数

月
‘ 一 ‘，，一 ‘，二 以

咕
‘ 一 ‘，，一 “ · � “，�二�一 。 为常

数
，
二 和 �

为正整数�的和
。

对于有限项交错级数的求和
，

下面分两种情形讨

论
�

��� 当 。 为奇数时
，

含�
一 ��，

一 ‘�。 � 如�一
户一 �

��
� � ��� � �� � ���价 � … � �� � ���用�

一 ��� � ���协 � �� � ���协 � … � �
� � �

� 一 ���沉��

一

三�
� � ���

’ 一 “
三�

� � ����
’

�
�
名���

�

三�
� � ���

’ 一 �’ � ’ �号
� ���

’ 。

��“
一 ‘����� �黑

一 ‘ 一 ��二
一 ‘ 一 ’

�
� � 吞��‘

十 ’ �

�卉�
‘ 。
一

‘，�。��去�
‘ 。 一 ‘ � ，，���� … �

乙 � �里

�

��� ���
��，

� �����〕 ��� �
，
�
�

�
， … ，

� 一 ��
。

证明 仿照定理 �的证法易得
，

这里从略
。

在定理 �中
，

取
� � �

，
�� �即为定理 �的情形

，

由此可知
，

定理 �是定理 �的特殊情形
，

定理 �是定理

�的推广
。

关于底数为数列�
� � ‘ �气�

� � �占�气… ，

�� �

���奋的� 次幕的和
，

由幕的运算法则及定理 �易证下

面的推论
�

推论 � 设
� 、
�为常数

，
�

、
� 均为非零整数

，

且

，、
二 同号

， ，
为正整数

，

则全��
。 � 助�

‘ 〕二 � �
，

���，

户� �

� �
，
�。 �买

� … � ��，二
� ��‘ 。 卜

�卫竺共井
�

其 中
一

、 一 ‘
�� 一 、 “ 户

��� � ���
’

�
’

��俪
十 ‘����� �全�占加

，
��‘，

一 ‘����� �镖
一 ‘ 一 ‘石如

一 ‘ 一 ‘ �

�。 � 。 �‘
� ，一 �弄�

“ 。 一 ‘ � ，，����弄�
‘“ 一 ‘ � ������ …

、
一 一 ’ “

���
、 “ 产

���

� 一 �

特别
峪

�一 ��，一，二 一
月

，二 一 �二
‘ �

息
，二 。

��� 当
�
为偶数时

�

名�一 ���
一 ‘�� � ���

阴 �

户一 �

��� � ��用 � �
� � ���� � … � �

� � �� 一 ����叫 一

��
� � ���� � �� � ���

阴 � … � �� � ���阴 �

�

三�
� � ���

’ 一 �
刃

，
�� � “���’

�

三�
� � ���

“ 一 �“ “ 会
�

�晋
� 如�

用 。

�� � ‘

” 别
峪

�一 ��，一，二 一
几

，二 一 �· ’ �

息
，二 。

利用定理 �
，

我们还可以求级数三�
“ � ���

’
��

、 ‘

为常数
，
�为任惫整数

，

如下情形讨论
�

�
、 �
为正整数�的和

，

我们分

���当 ‘ 为大于 ‘ 的整数时
，

尸
“ �

���
’ �

�

��� ���
��左�

十 ‘����� �‘ � �
，
�

，
�

， … 。
�二 一 ��

。

三�
� 十 ���

’ 一

刃
�

�
� 十 ���

“ 。

����当 �为零时
，
名�� �

户一�
���

’ “
三�

� � ���
’ �

在推论 �中
，

令
� � �

，
�� �即得下面的推论

�

推论 � 设 �
、

二 均为非零整数
，

且 �
、
二 同号

， �

为正整数
，

则
身���

。 一

�’� 。 卜一 �’ �。 �
好一�盛爪 十 �

�“ “ ‘，�“狡飞众石丽
，

其 中 “ ‘枷 “ ，�” �� �架
，

�“ 二 一 ’�。�一 �饥一
‘ 一 〔六

�‘枷一 “ ’����

责
�“ 一 “ ” ‘��� … 城万六万

�‘“ “ ’‘�，〕，

���� �当 ‘ 为负整数时
·

三�
“ 十

���
” � 名 �� �

户一 �

一 �

���祝 � �价 � 名
户�
�� 十 ���

’ 。
由于刃

�
�� � ���

“
与�取

的字母无关
，

令 �� 一 �
，

于是 名�� � ���
“ � ��

�

�一 �

���’
。
因

崛
�� 十 ���

’ 一

三�
� �

三�
。 一 ���

， 。

���
加 � �� �

� �
，
�

，
�

， … ，
�� 一 ��

。
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