
定理 1. △𝐴𝐵𝐶 的直线 𝐵𝐶 上有两点 𝐷1、𝐷2，直线 𝐶𝐴上有两点 𝐸1、𝐸2，直线 𝐴𝐵上有两点 𝐹1、

𝐹2，𝐴𝐷1、𝐴𝐷2互为 ∠𝐴的等角线，𝐵𝐸1、𝐵𝐸2互为 ∠𝐵的等角线，𝐶𝐹1、𝐶𝐹2互为 ∠𝐶 的等角线，且
∠𝐷1𝐴𝐷2

∠𝐴 = ∠𝐸1𝐵𝐸2
∠𝐵 = ∠𝐹1𝐶𝐹2

∠𝐶 = 𝑘，则过点 𝑃、𝑃 ′、𝑄、𝑄′、𝑅、𝑅′的圆锥曲线称为 𝑘等角线圆锥曲
线．
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图 1

定理 2. 当 𝑘 ≠ 1时△𝐴𝐵𝐶 的 𝑘等角线重心坐标方程是
𝛼2

𝑎2 + 𝛽2

𝑏2 + 𝛾2

𝑐2 − 2(1 − cos𝐶 cos 𝑘𝐶)𝛼𝛽
𝑎𝑏(cos 𝑘𝐶 − cos𝐶) − 2(1 − cos𝐵 cos 𝑘𝐵)𝛼𝛾

𝑎𝑐(cos 𝑘𝐵 − cos𝐵) − 2(1 − cos𝐴 cos 𝑘𝐴)𝛽𝛾
𝑏𝑐(cos 𝑘𝐴 − cos𝐴) = 0．

证明：如图 1，由正弦定理可得

𝐵𝐷1 =
𝑐 sin (1 − 𝑘)𝐴

2
sin((1 − 𝑘)𝐴

2 + 𝐵)
，𝐵𝐷2 =

𝑐 sin (1 + 𝑘)𝐴
2

sin((1 + 𝑘)𝐴
2 + 𝐵)

，

所以

𝐵𝐷1 ⋅ 𝐵𝐷2 =
𝑐2 sin (1 − 𝑘)𝐴

2 sin (1 + 𝑘)𝐴
2

sin((1 − 𝑘)𝐴
2 + 𝐵) sin((1 + 𝑘)𝐴

2 + 𝐵)
= 𝑐2(cos 𝑘𝐴 − cos𝐴)
cos 𝑘𝐴 + cos(𝐵 − 𝐶)，

同理可得

𝐶𝐷1 ⋅ 𝐶𝐷2 = 𝑏2(cos 𝑘𝐴 − cos𝐴)
cos 𝑘𝐴 + cos(𝐵 − 𝐶)，

𝐶𝐸1 ⋅ 𝐶𝐸2 = 𝑎2(cos 𝑘𝐵 − cos𝐵)
cos 𝑘𝐵 + cos(𝐴 − 𝐶)，𝐴𝐸1 ⋅ 𝐴𝐸2 = 𝑐2(cos 𝑘𝐵 − cos𝐵)

cos 𝑘𝐵 + cos(𝐴 − 𝐶)，

𝐴𝐹1 ⋅ 𝐴𝐹2 = 𝑏2(cos 𝑘𝐶 − cos𝐶)
cos 𝑘𝐶 + cos(𝐴 − 𝐵)，𝐵𝐹1 ⋅ 𝐵𝐹2 = 𝑎2(cos 𝑘𝐶 − cos𝐶)

cos 𝑘𝐶 + cos(𝐴 − 𝐵)，

令 𝐵𝐷1 ⋅ 𝐵𝐷2 = 𝑡𝑘𝐵，𝐶𝐷1 ⋅ 𝐶𝐷2 = 𝑡𝑘𝐶，𝐶𝐸1 ⋅ 𝐶𝐸2 = 𝑢𝑘𝐶，𝐴𝐸1 ⋅ 𝐴𝐸2 = 𝑢𝑘𝐴，𝐴𝐹1 ⋅ 𝐴𝐹2 = 𝑣𝑘𝐴，

𝐵𝐹1 ⋅ 𝐵𝐹2 = 𝑣𝑘𝐵，则

𝑡 = cos 𝑘𝐴 − cos𝐴
𝑎2(cos 𝑘𝐴 + cos(𝐵 − 𝐶))，𝑢 = cos 𝑘𝐵 − cos𝐵

𝑏2(cos 𝑘𝐵 + cos(𝐴 − 𝐶))，𝑣 = cos 𝑘𝐶 − cos𝐶
𝑐2(cos 𝑘𝐶 + cos(𝐴 − 𝐵))，
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𝑘𝐴 = 𝑏2𝑐2，𝑘𝐵 = 𝑐2𝑎2，𝑘𝐶 = 𝑎2𝑏2，

由三角形六边所在直线上的六点确定的二次曲线方程整理便可得当 𝑘 ≠ 1时△𝐴𝐵𝐶 的 𝑘等角线重心坐标
方程是

𝛼2

𝑎2 + 𝛽2

𝑏2 + 𝛾2

𝑐2 − 2(1 − cos𝐶 cos 𝑘𝐶)𝛼𝛽
𝑎𝑏(cos 𝑘𝐶 − cos𝐶) − 2(1 − cos𝐵 cos 𝑘𝐵)𝛼𝛾

𝑎𝑐(cos 𝑘𝐵 − cos𝐵) − 2(1 − cos𝐴 cos 𝑘𝐴)𝛽𝛾
𝑏𝑐(cos 𝑘𝐴 − cos𝐴) = 0．

当 𝑘 = 0时点𝐷1与𝐷2、𝐸1与 𝐸2、𝐹1与 𝐹2分别重合成点𝐷、𝐸、𝐹，此时圆锥曲线就变为△𝐴𝐵𝐶
的相切圆锥曲线，切点分别是𝐷、𝐸、𝐹，𝐴𝐷、𝐵𝐸、𝐶𝐹 相交于△𝐴𝐵𝐶 的内心，此时圆锥曲线的重心坐
标方程变为

𝛼2

𝑎2 + 𝛽2

𝑏2 + 𝛾2

𝑐2 − 2𝛼𝛽
𝑎𝑏 − 2𝛼𝛾

𝑎𝑐 − 2𝛽𝛾
𝑏𝑐 = 0，

此时圆锥曲线是椭圆．

当 𝑘趋向 1时，
2(1 − cos𝐶 cos 𝑘𝐶)
𝑎𝑏(cos 𝑘𝐶 − cos𝐶) ∶ 2(1 − cos𝐵 cos 𝑘𝐵)

𝑎𝑐(cos 𝑘𝐵 − cos𝐵) ∶ 2(1 − cos𝐴 cos 𝑘𝐴)
𝑏𝑐(cos 𝑘𝐴 − cos𝐴)

的比值趋向
𝑐2

𝐶 ∶ 𝑏2

𝐵 ∶ 𝑎2

𝐴，

此时圆锥曲线的的重心坐标方程趋向于

𝑐2𝛼𝛽
𝐶 + 𝑏2𝛼𝛾

𝐵 + 𝑎2𝛽𝛾
𝐴 = 0，

这也是一个椭圆的方程，其中心的重心坐标是

𝑎2

𝐴 (−𝑎2

𝐴 + 𝑏2

𝐵 + 𝑐2

𝐶 ) ∶ 𝑏2

𝐵 (𝑎2

𝐴 − 𝑏2

𝐵 + 𝑐2

𝐶 ) ∶ 𝑐2

𝐶 (𝑎2

𝐴 + 𝑏2

𝐵 − 𝑐2

𝐶 )，

我们将这个椭圆作为△𝐴𝐵𝐶 的 1等角线圆锥曲线．
当 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 1时圆锥曲线是椭圆，当 𝑘 > 1是圆锥曲线不一定是椭圆．
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