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超越几何级数的敛散性再讨论

张 鸣

( 数学系 )

〔摘要〕 本文不用高斯判别法和无 穷秉积理论而借助 于一个简单的不等式

较简捷地讨论 了超越几何级数的效散性
,

并给出 了几项应用
。
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的幂级数称为超越几何级数
,

其中参数 a
、

日
、

丫不取零和负整数
。

由达朗贝尔判别 法 容 易 知

道
,

级数在 l x } < l 时绝对收敛
,

在 ! x l > 1 时发散
.

至于临界点
x , 土 1的 情形则较为

复杂
,

经典的数学分析专著例如 〔 1 〕 对此有详细讨论
,

其中用到高斯判别法和无穷乘积的

有关结论
.

一般的分析教科书对此并不加以讨论
,

甚至二项式级数在临界点的性态也不讨论

( 二项式级数实际上是一类较特殊的超越几何级数 )
。

在这篇短文中
,

我们从一个简单的不

等式出发来讨论超越几何级数的敛散性
,

并不用到高斯判别法和无穷乘积
,

同时讨论一下与

此相关的一些问题
,

它们既可以作为现行教材的一种补充
,

又可 以成为习题课的内容
.
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引理 1 如果实数
x > 一 1
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,
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,
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引理 2 如果实数入不取零和负整数
,

u .

( 入 ) =
从不+ .l) 侃

n !

定义

( 久+ n 一 王 )

2
,

3
,

…
.

则存在只 与入有关的正实数 m ( 入 )
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由不等式 (3 )的右端又得
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下面是主要结论

定理 对于超越几何级数 F ( a
,

日
,

Y
,

土 1 )
,

记 协二丫一 ( Q + 日)
,

则
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,

p
,

丫
,

l ) 在协> 0 时收敛
,

林《 0 时发散
.
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,

日
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Y
,
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,

在 一 l < 卜《 O 时条件收敛
,

在
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。
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于是定理中结论 ( 1 ) 得征
.
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由 ( 7 ) 可知它在 卜> 0 时绝对收敛
,

件《 一 1 时发散 ( 一般项不趋于零 )
。

设
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,

注意 n
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,
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·
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`
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1i m
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a 。

{ ` O
,

如果证明了数列 尝 I
a 二 n 》 N 蛋从某项起
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,

则由菜布尼兹判别法就可断言级数收敛
。
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这就证明了毛 }
a 。

!
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。
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.

由 ( 7 ) 式可以看出一 l < 件( 0 时级数
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发散
,

因此原级数条件收敛
。

定理中结论 ( 2 ) 得证
。

( 二 ) 一些相关问题

前面提供的方法可以用来判别一类无穷级数的敛散性
,

有的由定理的结论推出
,

有的则

直接用引理 2 的估计式 ( 4 )
,

但均不涉及较精细的判别法
,

例如拉贝判别法和 高 斯 判 别

法
,

也不用无穷乘积的有关结果
.

下面的问题可在 〔 2 〕
、

〔 3 〕
、

〔 4 〕 中查到
,

处理的

方式则完全不同
。

问题 1 设实数 入不取零和负整数
,

记 ( 入 )
。

~ 1

( 入 )
:
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)
。
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)
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Y
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)
。

( Y :

)
:

… ( Y

矛r、一了r
性

如果 p 二 2
,

q ~ 1 则就是超越几何级数
。

限于篇幅
,

只讨论 p = q + l 时 级 数 在临界点
x 一 士 1 的敛散性

。

设一般项为
a 。 ,

引用引理 2 的记号
,

当 n 充分大时有估计式

m , ,
_

. , M
一 - - -二 , , , 一 <飞 ! a . ! ` 飞 ~

~

一户二 , 一

_
, 1 4` , . 一 . ,
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. 一「 U

! l
- .
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了、、J户一、产m (
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M ( Y
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_ M (

a , , 二 M

… r l l

(一(、产一、
,尹

卜一

因此
,

当 x 二

丫 k
一

若 卜> O 级数收敛
,

协《 O则级数发散
; 当 x = 一 1时

,

若 协> O 级

q
艺司吮

`

k
, .孟

数绝对收敛
,

若 卜《 一 l 则级数发散
,

而 一 1 < 林( D时级数条件收敛
。

问题 2 二项式级数

( 1 + x ) 入= 1 + 入x +
入 ( 入一 1 )

, .

一一一一二干一一一一一一 X -

--I 二 。

` !

在临界点
x = 土 1处的敛散性

,

此处 入不取零和正整数
.

这个级数实际上是一类特殊的超 越

几何级数

( 1 + x
)
入= F ( 一 入

,

日
,

日
,

一 x
)

尽冬
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一 1十
艺

(
一 )

·

n二 1

(一 入 )
。

n f

由 (一 )的定理可以得到如下结果
:

x二 一 1时
,

若 入> O级数收敛
; 若 入< O则级数发散 `

x ` 1 时
,

若 入> O级数绝对收敛
;
若一 l < 入< O 级数条件收敛

: 若 入《 一 l 则级 数

发散
。

1
.
一一、少

O C
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.

一
匕
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一合
〔

.
叫

铃箭夸十共
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p
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。

l

1
、 , _

1
、 , ,

1
k 、 l 一 只
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少 气 1 一 1
,

)
。 ’ .

戈 1 一 气言甲丁 j J
.

` 任 ` U

〔
去

(

〔

架

入+ 1 ) ( 入+ 2 ) … ( 入+
n ) 〕

u 。

( 入 ) 〕

这里 u 。

( 入 ) 的定义同引理 2
。

由引理 2 有估计式

兴溶立< ! U
·
( ` 川 <

兴
r

典2
一

不难算出

m ( ` ,一
` 一
合

, 一万去万

M “ , 一 M ` 一

合
, 一

含
“ `

注意 。
> 2 时 。

< 卜玉李
卫
} <

Z n ,

因此

l 八 l

i一二、 ,夕

Z n 一

( Z n 黔」
’ < `

夕。
’ -

尹广
广!匕

<

1
, 代厂一下资于 、 .

1
、 4 M 。 声

一

几于下不
一

由此得到

( 1 ) 一 入P ) 1即 p ) 2 时级数收敛
:

( 2 ) 一 入P《 1 即 p《 2 时级数发散
。

对于 p ` 2
,

即使用较细致的拉贝判别法也得不出任何结果 ( 参见 〔4 〕

问题 4 讨论级数

尽啥
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a 土a
(

a +d )
.a

(
a

+b( )
a + Zd )

.

i 尸 刁
.

,丁下 , 亡 , 厂了戈
~
吮

. 亡一了下丁二- 了戈一下
一屯一产

.

只
.

t r ;
,

, ~
.

”
U U 气 U

.

丫 u 2 U L U
.

卞 U 夕 L U .

1
~
` U 夕

的敛散性
,

此处
a ,

b
, c都是正实数

,

这个级数是超越几何级数

b一d’F ( 粤
,

a

取 。 一

晋
一 (含

+ 1 )
,

由 ( 一 ) 中定理可知卜
a
> d时级数收敛

,

卜
a

。 时级数发散
.

下面的问题也是较典型的
,

用引理 2 中关于
u 。

( 久 ) 的估计式就可解决
,

在 此 不 详 细

讨论
.

问题 5 讨论级数

O C

艺 砍、
洋兴冷砰

了、 ` p

>0
,

>q
0 , 的敛散性

.

n = 1

间题 6 讨论级数

O C

艺
P ( P+ 1 ) … ( P+ n一 1 )

n ,

l
, _ 、 。 _ 、 。 、

~ 、 。 , 1 . t
_

n 。 、 P / U ,
从尸 U 少 则联献仕

。

,

C洲二

问题 7 讨论级数 艺 红
( Z n 一 1 ) 11

( Z n
) !l 三

’
一
水

的敛散性
·

问题 8 讨论级数 又

一
’ “

~ 一
’ ` ’

一
、
一

、

臼 ( 2 + 丫丁
n = 1

顺便指出
, 、

分析中的一些初等函数
,

前面提到的函数 ( 1 + x
)
飞

外
,

还有

了了 ;一

) ( 2 + 了百 )
“

·

( 2 + 丫石 )
的敛散性

。

它们的幂级数展开式就是超越几何级数
,

例如
,

除

a r C S i n X =

_ _

二
,

1 1 3
!

以了
,

丁
’

了
’

_ _

二
,

1
a r c L , 几 一 盖 工 、

.

一

厄一
3

一
。

一盖 一

2

l。 ( 1
+ x

) =
x F ( 1

,

l
,

2
,

一 x

等等
,

它们在临界点 ( 收敛区间端点 ) 的性态都可由 ( 一 ) 中的定理推出
.
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