
常微分方程

丁同仁 李承治

2019年秋



2



目 录

第一章 序言与基本概念 7

1.1 微分方程及其解的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

第二章 初等积分法 11

2.1 恰当方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 变量分离方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 一阶线性方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4 初等变换法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.1 齐次方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.2 伯努利方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4.3 里卡蒂方程(Riccati) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5 积分因子法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.6 应用举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第三章 存在性和唯一性定理 37

3.1 Picard存在性和唯一性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Peano存在性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.1 欧拉折线 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2.2 Ascoli引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2.3 Peano存在性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3 解的延伸 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4 比较定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

第四章 奇解 57

4.1 一阶隐式微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1.1 微分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3



4 目 录

4.1.2 参数法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2 奇解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3 包络 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

第五章 高阶微分方程 73

5.1 二阶方程的几个例子（都可降阶求解）：单摆、悬链线、二体问题（都

与引力有关） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.2 n维线性空间中的微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.3 解对初值和参数的连续依赖性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.4 解对初值和参数的连续可微性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

第六章 线性微分方程组 99

6.1 一般理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.1.1 齐次线性微分方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

6.1.2 非齐次线性微分方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.2 常系数线性微分方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.2.1 矩阵指数函数的定义和性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

6.2.2 常系数齐次线性微分方程组的基解矩阵 . . . . . . . . . . . . . . 108

6.2.3 利用若尔当标准型求基解矩阵 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.2.4 待定指数函数法（欧拉） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.3 高阶线性微分方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

6.3.1 高阶线性微分方程的一般理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

6.3.2 常系数高阶线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

第七章 定性理论与分支理论初步 125

7.1 动力系统，相空间与轨线 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

7.2 解的稳定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

7.2.1 Lyapunov稳定性的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133



目 录 5

7.2.2 按线性近似判断稳定性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

7.2.3 Lyapunov第二方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

第八章 边值问题 141

8.1 Sturm比较定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

8.2 泛定方程与定解问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

8.2.1 三类典型二阶线性方程的导出： . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

8.2.2 定解条件与定解问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

8.3 分离变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

8.3.1 几个典型例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

8.4 Sturm-Liouville固有值问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

8.5 分离变量法求解偏微分方程：进一步例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

8.6 非齐次问题分离变量法求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

8.7 Legendre方程与幂级数解法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.8 球坐标下求拉普拉斯方程轴对称解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

第九章 线性偏微分方程 193

9.1 拉普拉斯方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

9.1.1 平均值公式及应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

9.1.2 调和函数的正则性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

9.1.3 基本解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9.1.4 Green函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

9.1.5 能量方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

9.2 热方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

9.2.1 基本解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

9.2.2 能量方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

9.2.3 热方程平均值公式及应用：最大值原理、解的唯一性 . . . . . . 224



6 目 录



第一章 序言与基本概念

序言:

§1.1 微分方程及其解的定义

Definition 1.1.1. 设函数y = φ(x)在区间J上连续，且有直到n阶的导数。如果把y =

φ(x)及其相应的各阶导数代入方程（1.1），得到关于x的恒等式，即

F (x, φ(x), φ′(x), · · · , φ(n)(x)) = 0

对一切x ∈ J都成立，则称y = φ(x)为微分方程（1.1）在区间J上的一个解。

例：自由落体。由牛顿第二运动定律F = ma，

mÿ = −mg,

ÿ = −g, (1.4)

这个方程很简单，右边与y无关。转化为求积分

ẏ = −gt+ C1, (1.5)

y = −1

2
gt2 + C1t+ C2, (1.6)

确定一个具体的自由落体运动，需要确定它的初值条件

y(0) = y0, y′(0) = v0. (1.7)

此时要求C2 = y0, C1 = v0。因此得到唯一确定的解

y = −1

2
gt2 + v0t+ y0. (1.8)

由于n阶ode求解过程积分n次，另一方面它有n个初值条件，一个n阶微分方程

的通解包含n个独立的任意常数（严格的证明见第十章）。所以有如下定义。

Definition 1.1.2. 设n阶微分方程（1.1）的解

y = φ(x,C1, C2, · · · , Cn) (1.3)

7



8 第一章 序言与基本概念

包含n个独立常数C1, C2, · · · , Cn，则称它为通解。这里所说的n个任意常数C1, · · · , Cn是

独立的，其含义是Jacobi行列式

D[φ,φ′, · · · , φ(n−1)]

D[C1, C2, · · · , Cn]
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ
∂C1

∂φ
∂C2

· · · ∂φ
∂Cn

∂φ′

∂C1

∂φ′

∂C2
· · · ∂φ′

∂Cn

...
...

...
...

∂φ(n−1)

∂C1

∂φ(n−1)

∂C2
· · · ∂φ(n−1)

∂Cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

这里C1, · · · , Cn是参数，给出了解空间的维数。如果微分方程（1.1）的解y =

φ(x)不包含任意常数，则称它为特解。

【附注】通解一般未必是方程所有的解，还有可能有奇解。这涉及到初值问题

的解的唯一性问题。将在第四章讨论奇解、解的包络。

n阶微分方程（1.1）的初值条件的一般提法是

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, · · · , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (1.10)

其中y0, y
′
0, · · · , y

(n−1)
0 是未知函数及其相应导数所取定的初值。

不失一般性，考虑微分方程（标准形式）初值问题{
y(n) = F (x, y, y′, · · · , y(n−1)),

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, · · · , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 (1.11)

我们关心函数F满足什么条件时，它的解是否存在，是否唯一？这是常微分方程理

论中的一个基本问题。在第三章中将对n = 1的情形证明如下结果：只要F是连续

的，则初值问题（1.11）的解是（局部）存在的，而且将在某些附加条件下证明解

的存在性和唯一性。在第五章我们再把这些结果进一步推广到n ≥ 2的情形。

除了初值条件，另外一种常见的定解条件（参看第五章的悬链线之例）

y′′ = a
√

1 + (y′)2, y(x1) = y1, y(x2) = y2.

在第九章中将介绍边值问题（Sturm-Liouville边值问题）。

n阶微分方程通解定义中关于n个任意常数的独立性：n个独立常数C1, · · · , Cn的

取值使得n阶微分方程解的初值φ(x,C1, · · · , Cn), · · · , φ(n−1)(x,C1, · · · , Cn)具有（局

部）映满的性质：即邻近(y(k−1)(x0, C
0
α) = φ(k−1)(x0, C

0
α) = a0k, k = 1, · · · , n)的初

值(ak)（以及相应的解）都可以选(Cα)使得φ(k−1)(x0, Cα) = ak。（这是因为从参

数C到初值A = φ(k−1)(x0, C)的切映射在C0处是满秩的。）我们可以从隐映射定理

的角度来证明。



§1.1 微分方程及其解的定义 9

Theorem 1.1.3. 隐映射定理【数学分析教程上册定理9.7.1】：设开集D ⊂ Rm+n(A,C), F :

D → Rn，这里A = (a1, · · · , am) ∈ Rm, C = (c1, · · · , cn)

F = (Fα(A, c1, · · · , cβ, · · · , cn)) 满足如下条件：

（a）F ∈ C1(D);

（b）有一点(A0, C0) ∈ D，使得F (A0, C0) = 0;

（c）行列式det JCF (A
0, C0) = D[F1,··· ,Fn]

D[c1,··· ,cn] (A
0, C0) ̸= 0。

那么存在(A0, C0)的一个邻域G×H，使得对每个A ∈ G，方程F (A,C) = 0有唯

一的解，记为C = f(A)；并且C0 = f(A0)，f ∈ C1(G)。

现在设y = φ(x,C1, · · · , Cn)是方程（1.1）的通解，则利用初值条件（1.10）可以

在局部上选取其中的任意常数C1, · · · , Cn的具体取值得到初值问题（1.1）+（1.10）

的解。注意到Jacobi行列式非零，考虑

Fk(a1, · · · , an, C1, · · · , Cn) := φ(k−1)(x0, C)− ak = 0, k = 1, · · · , n

其中x0固定。给定C0 = (C0
α)以及A0 = (a0k)满足上述初始条件之后，由隐映射定

理，(a0k)邻近的A都有唯一解C = f(A)。由此从初值A唯一确定了参数C。

作业：2（求解），3（求方程），4（求方程的一般证明）
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回顾：通解中n个任意常数的独立性：设y = φ(x,C1, · · · , Cn)是方程（1.1）

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0 (1.1)

的通解，取定x0 ∈ J以及参数C0 = (C0
1 , · · · , C0

n)，则得到一个特解，它满足的初值

条件为

y(x0) = a01 := φ(x0, C
0), y′(x0) = a02 := φ′(x0, C

0), · · · , y(n−1)(x0) = a0n := φ(n−1)(x0, C0). (1.10)

独立性使得我们可以利用隐映射定理，从而根据A0 = (a01, · · · , a0n)某邻域内的A =

(a1, · · · , an)来选取任意常数C = (C1, · · · , Cn)的取值使得初值A被取到，即ak = φ(k−1)(x0, C)。

因此，有特解满足初值为A。

事实上，考虑

Fk(a1, · · · , an, C1, · · · , Cn) := φ(k−1)(x0, C)− ak = 0, k = 1, · · · , n

其中x0固定。给定C0以及A0满足上述初始条件之后，由隐映射定理，A0邻近的A都

有唯一解C = f(A)。由此从初值A唯一确定了参数C。



第二章 初等积分法

§2.1 恰当方程

考虑对称形式的一阶微分方程

α := P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (2.1)

即一阶拟线性微分方程

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0. (2.1′)

（2.1’）其实是一阶方程的一个标准形式，很一般了，例如包含一阶线性方程。通

常我们是不会具体求解的。我们写成形式（2.1）来考虑它的原因是因为它是一阶

方程很几何的一个形式。

我们把自变量和因变量所在的空间联合在一起：(x, y) ∈ R2，求解（2.1）也可看

作是求xy平面上（一族）曲线γC ⊂ R2，记（其中任一条）曲线γC的切空间为{RT}，
使得θ(T ) = 0。此时称γC为θ的积分曲线（族）。通常积分曲线γC由Φ(x, y) = C给出

（从y = g(x,C)解出C = Φ(x, y)）。

如下，我们形式地说明曲线γ := {y = φ(x)}为一条积分曲线当且仅当y =

φ(x)是（2.1’）的解。注意到γ有切向量T = ∂x + φ′(x)∂y，因此γ为积分曲线当且

仅当

P +Qφ′(x) = 0,

即y = φ(x)满足（2.1’）。

【高阶常微分方程的标准形式y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1))也可以表示成求n个1-

形式的积分曲线：令yk = y(k−1), k = 1, 2, · · · , n，则对应的n个1-形式为

dy1 = y2, · · · , dyn−1 = yndx, dyn = f(x, y1, · · · , yn)dx.

1阶常微分方程组的标准形式y′k = fk(x, y1, · · · , yn), k = 1, 2, · · · , n的求解也可以表
达成求n个1-形式的积分曲线：

dyk = fk(x, y1, · · · , yn)dx, k = 1, 2, · · · , n.

S. Lie与E. Cartan有一般理论通过微分形式来研究微分方程。】

所以求解（2.1’）可转化为求α的积分曲线。虽然容易看到积分曲线经过一个

点时有切向(−Q,P )，但是一般不能够解出。能求解的一个情形：如果存在一个可

11



12 第二章 初等积分法

微函数Φ(x, y)使得它的全微分

dΦ(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy,

即
∂Φ

∂x
= P (x, y),

∂Φ

∂y
= Q(x, y), (2.2)

时，由Φ(x, y) = C定义的曲线为α = 0的积分曲线。事实上，曲线Φ(x, y) = C有切向

量T = −Φy∂x +Φx∂y，从而α(T ) = 0。

定义：如果存在一个可微函数Φ(x, y)使得它的全微分dΦ = α = Pdx+Qdy，则

称（2.1）为恰当方程或全微分方程，称Φ(x, y) = C为（2.1）的一个通积分（通解）。

Proposition 2.1.1. 设Φ(x, y)满足（2.2），则由

Φ(x, y) = C (2.3)

确定的隐函数y = y(x)（或x = x(y)）为方程（2.1）的解。

证明：仅考虑y作为自变量x的函数的情形。由Φ(x, y(x)) = C对x求导可得

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0.

2

一般情况下，我们需要解决的问题是：

（1）如何判断一个给定的微分方程是或者不是恰当方程？

（2）当它是恰当方程时，如何求出通积分？

（3）当它不是恰当方程时，能否将它的求解问题转化为一个与之相关的恰当

方程的求解问题？

下面的定理对问题1和2给出了完满的解答。至于问题3，则是贯穿本章随后各

节的一个中心问题（2.2-2.4节就若干特殊类型的方程给出针对性的解答，2.5节给

出一个较为一般但不完整的解答）。

Theorem 2.1.2. 设函数P (x, y)和Q(x, y)在区域

R : α < x < β, γ < y < δ

上连续，且有连续的一阶偏导数Py, Qx。则微分方程（2.1）是恰当方程当且仅当

Py = Qx (2.4)
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在R内成立。而且当（2.4）成立时，（2.1）的通积分为（同一个）∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy = C, (2.5)

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy = C, (2.6)

其中(x0, y0)是R中任意取定的一点。

证明：必要性：设（2.1）为恰当方程，则存在Φ(x, y)使得

∂Φ

∂x
= P (x, y),

∂Φ

∂y
= Q(x, y). (2.7)

再求偏导可得
∂P

∂y
=

∂2Φ

∂y∂x
,

∂Q

∂x
=

∂2Φ

∂x∂y
. (2.8)

由Py, Qx的连续性假设可知混合偏导数 ∂2Φ
∂y∂x和

∂2Φ
∂x∂y 是连续的，从而

∂2Φ
∂y∂x = ∂2Φ

∂x∂y。因

此，（2.4）成立。

【事实上，0 = ddΦ = (−Py +Qx)dx ∧ dy】

充分性：设P,Q满足（2.4），我们需要构造可微函数Φ(x, y)使得（2.7）式成立。

为了使（2.7）的第一式成立，我们取（下面任意固定一点(x0, y0) ∈ R）

Φ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+ ψ(y), (2.9)

其中ψ(y)待定，以使Φ满足（2.7）的第二式。因此由（2.9）可得

∂Φ

∂y
=

∫ x

x0

∂

∂y
P (x, y)dx+ ψ′(y).

利用假设条件（2.4）得到

∂Φ

∂y
=

∫ x

x0

∂

∂x
Q(x, y)dx+ ψ′(y) = Q(x, y)−Q(x0, y) + ψ′(y).

由此，为使（2.7）的第二式成立，只要令ψ′(y) = Q(x0, y)，即

ψ(y) =

∫ y

y0

Q(x0, y)dy

即可。这样，就找到了满足（2.7）的一个函数

Φ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy. (2.10)
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即P (x, y)dx+Q(x, y)dy沿着折线路径γ : (x0, y0) → (x0, y) → (x, y)的积分。

如果在构造Φ(x, y)时，先考虑使（2.7）的第二式成立，则得到满足（2.7）的另

一函数

Φ̃(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y0)dx+

∫ y

y0

Q(x, y)dy. (2.11)

即P (x, y)dx + Q(x, y)dy沿着折线路径γ : (x0, y0) → (x, y0) → (x, y)的积分。其实也

可以直接对（2.11）求偏导数得到（2.7）。

因此，我们得到通积分（2.5）或者（2.6）。注意，Φ(x, y)和Φ̃(x, y)的全微分相同，

所以它们之间只差一个常数。再由Φ(x0, y0) = Φ̃(x0, y0) = 0可知Φ(x, y) ≡ Φ̃(x, y)。

【事实上R单连通，α恰当当且仅当它是闭合的，即d(Pdx + Qdy) = (−Py +

Qx)dx∧ dy = 0。而且当dα = 0时，给定(x0, y0), (x, y) ∈ R，设σ为从(x0, y0)到(x, y)的

可微曲线，则积分
∫
σ α不依赖于σ的选取。】 2

总结：给定微分方程

Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0

判断它是否为恰当方程即验证Py = Qx（即d(Pdx +Qdy) = 0）是否成立，若成立，

然后可通过积分
∫
α来确定通积分Φ(x, y)。从而Φ(x, y) = C就是微分方程（2.1）的

解。

求解恰当方程的关键是构造相应全微分的原函数Φ(x, y)。这实际上就是场论

中的位势问题。条件（2.4）等价于P (x, y)dx+Q(x, y)dy是一个闭合的1-形式，从而

在单连通区域R上恰当，即P (x, y)dx+Q(x, y)dy = dΦ(x, y)。由Stokes定理，闭合1-形

式P (x, y)dx+Q(x, y)dy的曲线积分

Φ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)
[P (x, y)dx+Q(x, y)dy] (2.14)

与积分的路径无关。因此，（2.14）唯一确定了一个（单值）函数Φ(x, y)。

如果区域不是单连通的，那么积分与路径有关。此时，一般的Φ(x, y)是多值

的。例如对于方程
xdy − ydx

x2 + y2
= 0, x2 + y2 ̸= 0

条件（2.4）在非单连通环域R0 : x
2 + y2 > 0上成立。由

d(arctan
y

x
) =

xdy − ydx

x2 + y2
,

我们得到方程的解

arctan
y

x
= C.
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这里Φ(x, y) = arctan y
x在R0上是一个多值函数【逆时针围绕原点每转一圈回来多

了2π】。当然，原方程的解为y = ax及x = 0。

【例5.】(t2 + 1) cosudu+ 2t sinudt = 0.

解：Pt = 2t cosu = Qu，求Φ(u, t)使得

Φu = (t2 + 1) cosu, Φt = 2t sinu,

由前者，

Φ(u, t) = (t2 + 1) sinu+ f(t),

由后者，取f(t) = 0，因此

Φ(u, t) = (t2 + 1) sinu = C.

【例6.】(yex + 2ex + y2)dx+ (ex + 2xy)dy = 0.

解：Py = ex + 2y = Qx。找Φ(x, y)使得

Φx = yex + 2ex + y2, Φy = ex + 2xy,

由后者

Φ = yex + xy2 + f(x),

由前者f(x) = 2ex，因此

Φ(x, y) = yex + xy2 + 2ex = C.

作业：7，9，10
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回顾：设(x, y) ∈ R，R ⊂ R2为单连通区域。

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

为恰当方程（或全微分方程），即存在Φ(x, y)使得dΦ = Pdx+Qdy时，Φ(x, y) = C为

通解。

判断是否为恰当方程的等价条件：

Py = Qx.

通积分

Φ(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)
(Pdx+Qdy) = C.

§2.2 变量分离方程

如果微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.15)

中P,Q均可表示成x的函数与y的函数的乘积，则称（2.15）为变量分离的方程。此

时，记

P (x, y) = X(x)Y1(y), Q(x, y) = X1(x)Y (y),

因此变量分离的方程可以写成如下的形式

X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y (y)dy = 0. (2.16)

（2.16）未必为恰当方程。如果两边除以因子X1(x)Y1(y)，则得到

X(x)

X1(x)
dx+

Y (y)

Y1(y)
dy = 0. (2.19)

它是恰当方程（Py = Qx = 0），其通积分为∫
X(x)

X1(x)
dx+

∫
Y (y)

Y1(y)
dy = C. (2.20)

注意，我们化为形式（2.19）求解，是先在直线集合{X1(x)Y1(y) = 0}以外求解
（2.16），需要补上如下形式的特解（如果它们不包含在通积分之内）：

x = ai，ai是X1(x) = 0的根；y = bj，bj是Y1(y) = 0的根。
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求解方法：先观察一阶微分方程是否可变形为变量分离的形式，然后积分：

例(3) dydx + y2 sinx = 0

解：当y ̸= 0时，

−dy
y2

= sinxdx,

即

d(
1

y
) = d(− cosx)

因此通积分为 1
y = − cosx− C，即

y(cosx+ C) + 1 = 0.

另有特解y = 0。

【例3】物体在空气中降落的速度问题（考虑空气阻力）。

假设质量为m的物体在空气中下落，空气阻力与物体速度的平方成正比，阻

尼系数为k > 0。沿垂直水平地面向下的方向取定坐标轴x，由牛顿第二运动定律

推出微分方程

mẍ = mg − kẋ2.

这是一个二阶方程，但其中不显含未知函数x，而且我们关心的速度。记v = ẋ，则

方程变为
dv

dt
= g − k

m
v2, v > 0. (2.25)

这是一个变量分离的方程。上式右端不为零时，

dv

g − k
mv

2
= dt,

积分可得通解

v =

√
mg

k

Ce2at + 1

Ce2at − 1
, t ≥ 0, (2.26)

其中a =
√
kg/m，C为任意常数。当（2.25）右端为零时，有特解v =

√
mg/k := b。

常数C可由初值条件v(0) = v0确定，

C = (v0 +

√
mg

k
)(v0 −

√
mg

k
)−1.

所以当v0 < b时，C < −1，一直加速到b。当v0 > b时，C > 1，一直减速到b。
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例【习题4】跟踪问题：设某A从Oxy平面上的原点出发，沿x轴正方向前进；

同时某B从(0, b)开始跟踪A，即B的运动方向永远指向A并与A保持等距b > 0。试

求B的光滑运动轨迹。

解：假设A的位置为(a, 0)，B的位置为(x, y)，则此时

(x− a)2 + y2 = b2,

x− a = −
√
b2 − y2,

又满足
dy

dx
=

y

x− a
,

所以
dy

dx
= − y√

b2 − y2
.

解得(见积分表71)

x =
b

2
ln
b+

√
b2 − y2

b−
√
b2 − y2

−
√
b2 − y2.

作业：2-2：1（4，5，6，7），2（2，4），3（3），4
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§2.3 一阶线性方程

本节讨论一阶线性方程（一般形式）

dy

dx
+ p(x)y = q(x) (2.28)

其中函数p(x), q(x)在区间I = (a, b)上连续。当q(x) ≡ 0时，方程（2.28）成为

dy

dx
+ p(x)y = 0 (2.29)

（2.28）称为非齐次线性方程，（2.29）称为齐次线性方程。

先讨论齐次线性方程（2.29）的解法。这是一个变量分离的方程。y = 0为特

解。当y ̸= 0时，（2.29）可改写为

dy

y
+ p(x)dx = 0

因此积分得

ln |y|+
∫
p(x)dx = C,

y = Ce−
∫
p(x)dx, C ̸= 0.

特解对应上式中取C = 0，因此（2.29）的通解为

y = Ce−
∫
p(x)dx = Ce

∫ x
x0

p(t)dt
. (2.30)

接下来求解非齐次线性方程（2.28）。可将它改写为

dy + p(x)ydx = q(x)dx. (2.31)

即

(p(x)y − q(x))dx+ dy = 0.

这一般不是一个恰当方程，但我们可以尝试找一个乘法因子µ(x)使得

µ(x)(p(x)y − q(x))dx+ µ(x)dy = 0

是恰当的，这当且仅当

Py = µ(x)p(x) = Qx = µx,

因此容易计算，可选取

µ(x) = e
∫
p(x)dx = e

∫ x
x0

p(t)dt
,
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从而需要求Φ(x, y)使得

dΦ = e
∫ x
x0

p(t)dt
(p(x)y − q(x))dx+ e

∫ x
x0

p(t)dt
dy.

由Φy = e
∫ x
x0

p(t)dt可令

Φ(x, y) = e
∫ x
x0

p(t)dt
y + g(x),

因此

g′(x) = −e
∫ x
x0

p(t)dt
q(x),

g(x) = −
∫ x

x0

e
∫ s
x0

p(t)dt
q(s)ds.

所以有通积分

e
∫ x
x0

p(t)dt
y −

∫ x

x0

e
∫ s
x0

p(t)dt
q(s)ds = C,

方程（2.31）的通解为

y = e
−

∫ x
x0

p(t)dt
(

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C). (2.32)

其中C是一个任意常数。或

y = Ce
−

∫ x
x0

p(t)dt
+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s p(t)dtds. (2.33)

利用这种形式，容易得到初值问题

dy

dx
+ p(x)y = q(x), y(x0) = y0 (2.34)

的解为

y = y0e
−

∫ x
x0

p(t)dt
+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s p(t)dtds (2.35)

其中p(x), q(x)在区间I上连续。

上述方法叫作积分因子法。这是因为我们有因子µ(x) = e
∫
p(x)dx乘以方程（2.31）

之后，它就转化为一个全微分方程，从而获得它的积分。解的表达式们并不好记，

通常我们先求出积分因子µ(x) = e
∫ x
x0

p(t)dt，化原方程为恰当方程再求解该恰当方

程的通积分。即重复以上证明过程。

{求解线性微分方程（2.28）还有另一个重要方法――常数变易法，见本节习

题4。我们将在章节6.3就高阶线性微分方程的情形详细介绍这个方法。常数变易

法：齐次线性方程的解为

y = Ce
−

∫ x
x0

p(t)dt
,
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假设（2.28）有如下形式的解

y = C(x)e
−

∫ x
x0

p(t)dt
,

代入（2.28）得

C ′(x) = q(x)e
∫ x
x0

p(t)dt
,

因此

C(x) = C +

∫ x

x0

q(s)e
∫ s
x0

p(t)dt
ds.}

例1（2）dy
dx + y tanx = sin(2x)

解：
∫
tanxdx = − ln | cosx|+ C，可取积分因子

µ(x) =
1

cosx
.

因此
dy

cosx
+
y sinx

cos2 x
dx = 2 sinxdx,

d(
y

cosx
) = −2d cosx,

y

cosx
+ 2 cosx = C,

y = C cosx− 2 cos2 x.

【例】牛顿冷却法则：
dT

dt
= −k(T − E(t)),

其中T (t)为物体t时刻的温度，E(t)为外部环境的温度，k > 0为常数（与外部环境

的散热性能有关）。

解：

T ′(t) + kT (t) = kE(t).

选取积分因子

µ(t) = e
∫
p(t)dt = ekt,

则得到恰当方程

ektdT + kekt(T − E)dt = 0,

即

d(ektT ) = kektE(t)dt,
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因此

ektT = C + k

∫ t

0
E(s)eksds,

T (t) = e−kt(C +

∫ t

0
E(s)eksds).

性质1. 齐次线性方程（2.29）的解或者恒等于零，或者恒不等于零。

性质2. 线性方程的解是整体存在的，即方程（2.28）或（2.29）的任一解都

在p(x)和q(x) 有定义且连续的整个区间I上存在。

性质3. 齐次线性方程（2.29）的任何解的线性组合仍是它的解；齐次线性方程

（2.29）的任一解与非齐次线性方程（2.28）的任一解之和是非齐次线性方程（2.28）

的解；非齐次线性方程（2.28）的任意两解之差必是相应齐次线性方程（2.29）的

解。

性质4. 非齐次线性方程（2.28）的任一解与相应齐次线性方程（2.29）的通解

之和构成非齐次线性方程（2.28）的通解。

性质5. 线性方程的初值问题（2.34）的解存在且唯一。

【例3】RL串联电路：如图2-5所示，电感L,电阻R以及电源电压降E均为正的常

数。求电键闭合后电路中的电流强度i = i(t)。

事实上，利用电学中的基尔霍夫定律，

L
di

dt
+Ri = E. (2.41)

有特解i = E/R。相应齐次线性方程的通解为Ce−
R
L
t，其中C为任意常数。因此，利

用性质4，（2.41）的通解为

i =
E

R
+ Ce−

R
L
t.

由初始条件i(0) = 0确定常数可得

i(t) =
E

R
(1− e−

R
L
t).

作业：1（3，4），2（2，4），3，4，5，6（选做）
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§2.4 初等变换法

在前面几节中，我们已经介绍了对恰当方程、变量分离的方程和一阶线性方

程的求解法。现在，凭借初等变换，我们来扩充可求解方程的范围。

下面介绍几个标准类型的微分方程，它们可以通过适当的初等变换（通常考

虑一个新的未知函数，或新的自变量）转化为变量分离的方程或一阶线性方程。

例如：

y′ = cos(x− y).

可令u = y − x，则可化为变量分离的方程

u′ = cosu− 1.

§2.4.1 齐次方程

如果微分方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.43)

中的函数P,Q都是x, y的同次（例如m次）齐次函数，即

P (tx, ty) = tmP (x, y), Q(tx, ty) = tmQ(x, y), (2.44)

则称方程（2.43）为齐次方程（这与上节的齐次线性方程不是一回事）。

因此形式上，我们要求解

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
= −

P (1, yx)

Q(1, yx)
,

引入新变量u（然后求解u(x)）

u =
y

x
. (2.45)

因此（2.43）有一个等价形式

dy

dx
= −P (1, u)

Q(1, u)
:= Φ(u) = Φ(

y

x
).

因此，u(x)所满足的方程为

x
du

dx
= Φ(u)− u,

它是一个变量分离/恰当的方程，可以直接求通积分。
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齐次方程（2.43）的形式具有整体收缩不变性。反过来，如果一个方程具有收

缩不变性，则
dy

dx
= f(x, y) = g(x,

y

x
) = g(cx,

y

x
), ∀c ̸= 0,

即
dy

dx
= g(

y

x
).

【例，习题6】探照灯的反光镜（旋转曲面）应具有何种形状，才能使点光源发

射的光束反射成平行线束？

解：点光源放置于原点，设曲面由曲线y = y(x)绕x轴旋转而成。则

arctan(− 1

y′
)− arctan

y

x
= π − arctan(− 1

y′
),

因此
− 1

y′ −
y
x

1− y
xy′

=
1

y′
,

(y′)2 +
2x

y
y′ − 1 = 0,

为简单起见，只需考虑x轴上方的半支：

y′ =
−x+

√
x2 + y2

y

于是

y′ =
y

x+
√
x2 + y2

, (1)

这是两个齐次方程。令y = xu，则（1）化为

(
1

u
+

1

u
√
1 + u2

)du = −dx
x
,

积分得

|x|(
√

1 + u2 − 1) = C > 0,

y2 = 2C(|x|+ C

2
).

这是朝两个方向开口的两个对称的抛物线。

【例，习题5】求一曲线，使得过这曲线上任意点的切线与该点向径的交角等

于某固定角度γ。

解：设切线与x轴正向夹角为α，则

tanα = y′,
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定义β为向量(x, y)与x轴正向的夹角，则

tanβ =
y

x
.

设β逆时针旋转γ = α− β ∈ (−π
2 ,

π
2 ]与α重合，则

tan(α− β) =
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ
= tan γ = λ,

即
y′ − y

x

1 + y′ yx
= λ,

从而

y′ =
y + λx

x− λy
.

令u = y/x，则
(1− λu)du

λ(u2 + 1)
=
dx

x
,

1

λ
arctanu− ln

√
1 + u2 = ln |x|+ lnC, C > 0,

|x|
√

1 + u2 = Ce
1
λ
arctanu,

以u = y/x代回上式，得到通积分√
x2 + y2 = Ce

1
λ
arctan(y/x),

如果采用极坐标，则得简单形式

r = Ce
θ
λ , C > 0.

它是以原点为焦点的螺旋线。注意λ = ∞时，为圆周。θ可增可减，可正可负，λ可
正可负。

等角螺线是由笛卡儿在1638年发现的。等角螺线（切向与极半径的夹角为常

数）、对数螺线或生长螺线是在自然界常见的螺线，在极坐标系(r, θ)中，这个曲线

可以写为

r = aebθ,

或

θ =
1

b
ln(r/a).

因此等角螺线又称为对数螺线。
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【例4】讨论形如
dy

dx
= f(

ax+ by + c

mx+ ny + l
)

的方程的求解。

解：当c = l = 0时，它是齐次方程。因此可用变换u = y/x化为变量分离的方

程来求解。假设c, l不全为零，分两种情形来讨论：

（1）△ = an− bm ̸= 0：此时可作平移

ξ = x+ α, η = y + β,

使得

aξ + bη = ax+ by + c, mξ + nη = mx+ ny + l.

因此原方程可化为
dη

dξ
= f(

aξ + bη

mξ + nη
),

这是齐次方程。令u = η/ξ，即变为变量分离的方程。

（2）△ = an− bm = 0：此时有m
a = n

b = λ，因此原方程化为

dy

dx
= f(

ax+ by + c

λ(ax+ by) + l
),

令v = ax+ by，则得到一个变量分离的方程

dv

dx
= a+ bf(

v + c

λv + l
).

【例，习题2（3）】求解

(x2 + y2 + 3)
dy

dx
= 2x(2y − x2

y
).

解：方程可变形为

(x2 + y2 + 3)
ydy

xdx
= 4y2 − 2x2.

令

u = x2, v = y2

则
dv

du
=

4v − 2u

u+ v + 3
.

令

η = v + 1, ξ = u+ 2,
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则
dη

dξ
=

4η − 2ξ

η + ξ
.

令

η = tξ,

则

ξ
dt

dξ
=

4t− 2

t+ 1
− t,

−dξ
ξ

=
t+ 1

(t− 1)(t− 2)
dt =

3dt

t− 2
− 2dt

t− 1
,

ξ = C
(t− 1)2

(t− 2)3
, (1)

x2 = C
(t− 1)2

(t− 2)3
− 2, y2 = C

t(t− 1)2

(t− 2)3
− 1.

或者由

t =
η

ξ
=
y2 + 1

x2 + 2
,

代入（1）得

(x2 − y2 + 1)2 = C(−2x2 + y2 − 3)3.

§2.4.2 伯努利方程

形如
dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn, n ̸= 0, 1 (2.48)

的方程称为伯努利方程。以(1− n)y−n乘以两边得

(1− n)y−n dy

dx
+ (1− n)y1−np(x) = (1− n)q(x).

然后令z = y1−n，则
dz

dx
+ (1− n)p(x)z = (1− n)q(x),

这是关于未知函数z的一阶线性方程。

§2.4.3 里卡蒂方程(Riccati)

如下形式的方程

dy

dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x), (2.49)
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其中p, q, r在区间I上连续，p(x)不恒为零，称为里卡蒂方程。若r(x) = 0，则是一

个Bernoulli方程。

它在Bessel函数的研究中出现。这是形式上最简单的非线性方程。但是一般而

言，它已不能用初等积分法求解。伯努利哥哥考虑如下的二阶线性微分方程

u′′(t) + p(t)u(t) = 0.

令

y(t) = −u
′(t)

u
,

则

y′(t) = y2 + p(t).

对于p(t) = t2，伯努利哥哥发现它的解是两个无穷级数的商。

对于一般二阶齐次线性方程

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = 0,

令

y(x) =
u′

u
, u(x) = e

∫ x
x0

y(s)ds
,

则

y′ + y2 + p(x)y + q(x) = 0.

作业：1，2，4，5，6
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§2.5 积分因子法

在本章2.1节中我们看到，若方程

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (2.55)

是恰当方程（即存在Φ使得dΦ = Pdx+Qdy，在单连通域上当且仅当Py = Qx），则

它的通积分为

Φ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y)dx+

∫ y

y0

Q(x0, y)dy = C.

通常更便捷的求通积分的方法是逐步求Φ使得

Φx = P, Φy = Q.

在2.2-2.4中，我们还讨论了当（2.55）不是恰当方程时，如何把它转化为一个恰当

方程并求解。

例如当（2.55）具有变量分离的形式

X(x)Y1(y)dx+X1(x)Y (y)dy = 0

时，用µ(x, y) = 1
X1(x)Y1(y)

乘方程两侧，就得到一个恰当方程

X(x)

X1(x)
dx+

Y (y)

Y1(y)
dy = 0;

当（2.55）是一个一阶线性方程，即

dy + (p(x)y − q(x))dx = 0

时，用µ(x) = e
∫
p(x)dx乘以上式两侧，就得到一个恰当方程。

当（2.55）是一个齐次方程时，

dy

dx
= −P (x, y)

Q(x, y)
= −

P (1, yx)

Q(1, yx)
,

引入新变量u（然后求解u(x)）

u =
y

x
. (2.45)

化为等价形式
dy

dx
= −P (1, u)

Q(1, u)
:= Φ(u) = Φ(

y

x
).
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因此，u(x)所满足的方程为

x
du

dx
= Φ(u)− u,

它是一个变量分离/恰当的方程，可以直接求通积分。其实也可以从积分因子的角

度来求解。仍然引入u = y
x，则

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = xm[P (1, u) + uQ(1, u)]dx+ xm+1Q(1, u)du.

这是变量分离形式的方程，有积分因子

µ =
1

xm+1[P (1, u) + uQ(1, u)]
=

1

xP (x, y) + yQ(x, y)
.

现在我们尝试将这种方法一般化：对一般的方程（2.55），设法找一个可微的

非零函数µ = µ(x, y)，使得用它乘以方程（2.55）后，所得方程

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0 (2.56)

成为恰当方程，即
∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
. (2.57)

这时，函数µ = µ(x, y)叫做方程（2.55）的一个积分因子。

问题是：对于给定的方程（2.55），它的积分因子是否一定存在？如果存在，它

是否容易求得？事实上，寻求积分因子µ(x, y)，就是求解偏微分方程（2.57），即

Q
∂µ

∂x
− P

∂µ

∂y
= (Py −Qx)µ. (2.58)

以后我们将会知道，虽然理论上偏微分方程（2.58）的解是存在的，但它的求解又

要归结到我们原来的方程（2.55）的求解（见第十一章）。因此，从（2.58）求出积

分因子的表达式µ = µ(x, y)再去求解（2.55）一般是不可行的。然而，对某些特殊情

形，利用（2.58）去寻求（2.55）的积分因子却是可行的。

例如，假设方程（2.55）有一个只与x有关的积分因子µ = µ(x)，则由充要条件

（2.58）推出

Q
dµ

dx
= (Py −Qx)µ,

即
1

µ(x)

dµ(x)

dx
=

1

Q
(Py −Qx). (2.59)

由于上式左端只与x有关，所以微分方程（2.55）有一个只依赖于x的积分因子的必

要条件是：表达式
1

Q
(Py −Qx) (2.60)
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只依赖于x，而与y无关。反之，设表达式（2.60）只依赖于x，记为G(x)。考虑到

（2.59）式，我们令
1

µ(x)

dµ(x)

dx
= G(x),

由此得到

µ(x) = e
∫
G(x)dx, (2.61)

容易看到µ(x)满足（2.58），因此它是（2.55）的一个积分因子。即

Theorem 2.5.1. 定理2.4. 微分方程（2.55）有一个只依赖于x的积分因子的充要条

件是：表达式（2.60）只依赖于x，而与y无关；而且若把表达式（2.60）记为G(x)，

则由（2.61）所示的函数µ(x)是方程（2.55）的一个积分因子。

类似的，可以得出下面平行的结果：

Theorem 2.5.2. 定理2.5. 微分方程（2.55）有一个只依赖于y的积分因子的充要条

件是：表达式
1

P
(Py −Qx) = −H(y)

只依赖于y；而且此时函数µ(y) = e
∫
H(y)dy是方程（2.55）的一个积分因子。

所以，主要看
Py −Qx

Q
,
Py −Qx

P

是否为只含x（只含y）的函数？

【例】一阶线性微分方程

(p(x)y − q(x))dx+ dy = 0.

则Py −Qx = p(x)，(Py −Qx)/Q = p(x)，只与x有关，有积分因子µ(x) = e
∫
p(x)dx。

【例，习题1（2）】求解

ydx+ (2xy − e−2y)dy = 0.

解：

(µP )y = (µQ)x,

即

(Py −Qx)µ = Qµx − Pµy,



32 第二章 初等积分法

计算得

Py −Qx = 1− 2y,
Py −Qx

P
=

1− 2y

y
,

因此有只依赖于y的积分因子µ(y)：

µy
µ

= −Py −Qx

P
= −1

y
+ 2,

因此可取积分因子

µ(y) =
1

y
e2y,

另外，注意到有特解y = 0。从而

e2ydx+ (e2y2x− 1

y
)dy = 0,

Φx = e2y,

Φ(x, y) = xe2y + f(y),

Φ(x, y) = xe2y − ln |y|, dΦ = e2ydx+ (e2y2x− 1

y
)dy

通解为

xe2y − ln |y| = C.

分组求积分因子：

Theorem 2.5.3. 定理2.6. 若µ = µ(x, y)是方程（2.55）的一个积分因子，使得

µPdx+ µQdy = dΦ(x, y),

则µ(x, y)g(Φ(x, y))也是（2.55）的一个积分因子，其中g是任一非零可微函数。其逆

命题也成立。

证明：

g(Φ)µPdx+ g(Φ)µQdy = d[(

∫
g)(Φ)].

逆命题也成立：再设µ1(Pdx+Qdy) = dΨ，则利用上述假设的两个通积分可知Jacobi行

列式
D[Φ,Ψ]

D[x, y]
≡ 0,

从而Ψ与Φ函数相关（即Ψ = Ψ(Φ)）。因此，µ1

µ = dΨ
dΦ可表示为Φ的函数。 2
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假设方程（2.55）的左端可以分成两组，即

(P1dx+Q1dy) + (P2dx+Q2dy) = 0,

其中第一组和第二组各有积分因子µ1和µ2，使得

µ1(P1dx+Q1dy) = dΦ1, µ2(P2dx+Q2dy) = dΦ2.

由定理2.6可见，对任意可微函数g1, g2，函数µ1g1(Φ1)是第一组的积分因子，而函

数µ2g2(Φ2)是第二组的积分因子。因此，如果能适当选取g1, g2使得µ1g1(Φ1) = µ2g2(Φ2)，

则µ = µ1g1(Φ1)就是方程（2.55）的一个积分因子。

【例，习题1（7）】求解

y3dx+ 2(x2 − xy2)dy = 0.

Py −Qx = 3y2 − (4x− 2y2) = 5y2 − 4x.

考虑分组

(y3dx− 2xy2dy) + 2x2dy = 0,

后者有积分因子µ2 = x−2。前者

Py −Qx

P
=

5

y
= −∂yµ1

µ1
,

µ1 = y−5.

从而

µ1(y
3dx− 2xy2dy) = d(xy−2), µ22x

2dy = d(2y),

找g1, g2使得

µ1g1(xy
−2) = µ2g2(2y),

即

y−5g1(xy
−2) = x−2g2(2y).

因此有积分因子

µ = x−2y−1.

有特解x = 0和y = 0。另外，乘以积分因子µ，积分得

−x−1y2 + ln y2 = C.

作业：1（3，4，6，7），4
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§2.6 应用举例

【例，习题4】追线：设在Oxy平面上，有某物P (t) = (at, 0), a > 0。Q(0) =

(0, 1)，Q的速度为b > a。并且Q的运动方向始终指向P，即

ẋ

ẏ
=
dx/dt

dy/dt
=
x− at

y
.

求Q的轨迹，以及追上P的时间。

解：由方程求得

at = x− y
dx

dy
,

因此，

a =
dx

dt
− dy

dt

dx

dy
− y

d

dt
(
dx

dy
).

注意到
dx

dy
=
ẋ

ẏ
,

因此令

h(t) =
dx

dy
< 0,

则
dh

dt
= −a

y
< 0.

因此

dh(t) = − a

by
bdt = − a

by

√
ẋ2 + ẏ2dt = − a

by

√
1 + h2|ẏ|dt

=
a

by

√
1 + h2dy

即
dh√
1 + h2

=
a

b

dy

y
,

积分得

ln(h+
√

1 + h2) = d ln y
a
b + C1,

由h(0) = 0, y(0) = 1，得

h+
√

1 + h2 = y
a
b ,

求得
dx

dy
= h =

1

2
(y

a
b − y−

a
b ).
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这是一个变量分离的方程。接下来积分并利用x(0) = 1得

2x(y) =
b

a+ b
(y1+

a
b − 1)− b

b− a
(y1−

a
b − 1).

设相遇时刻为t = T，此时x = aT, y = 0。因此T = b
b2−a2

。

作业：3，4，5
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第三章 存在性和唯一性定理

我们在第二章讨论了一阶微分方程的初等积分法，解决了几类特殊的方程。

但是，我们也知道，对许多微分方程，例如形式上很简单的里卡蒂方程y′ = x2+y2，

不能通过初等积分法求解。这就产生一个问题：一个不能用初等积分法求解的微

分方程是否意味着没有解呢？或者说，一个微分方程的初值问题在何种条件下一

定有解呢？当有解时，它的解是否唯一呢？毫无疑问，这是一个很基本的问题。不

解决这个问题，对微分方程的进一步研究（无论定性还是定量）就无从谈起。

柯西（1789-1857）在19世纪20年代第一个成功地建立了微分方程初值问题解的

存在和唯一性定理（因此，后人把初值问题称为柯西问题）。在1876年Lipschitz减弱

了柯西定理的条件。而在1893年Picard用逐次逼近法在Lipschitz条件下对定理给出

了一个新证明。此外Peano在更一般的条件下建立了柯西问题解的存在性定理（不

顾及唯一性）。

本章主要介绍Picard定理和Peano定理，并介绍解的延伸和解的最大存在区间

等有关问题。

§3.1 Picard存在性和唯一性定理

例：考虑初值问题 dy
dx = |y|α, y(0) = 0（|y|避免y < 0时无定义），常数α > 0。

解：y ≡ 0为一个解。α ∈ (0, 1)时又有解

y = [(1− α)x]
1

1−α , x ≥ 0; y = −[−(1− α)x]
1

1−α , x ≤ 0.

因此此时解不唯一。α ≥ 1解唯一。

本节将利用Picard的逐次迭代法证明微分方程初值问题解的存在性和唯一性

定理。为此，我们首先介绍一个条件。设函数f(x, y)在区域D内满足不等式

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|,

其中常数L > 0。则称函数f(x, y)在区域D内对y满足Lipschitz条件。

对于f(x, y) = |y|α，α ∈ (0, 1)时在y = 0附近对y不满足Lipschitz条件，α ≥ 1时在

局部对y满足Lipschitz条件。若函数f(x, y)在凸形区域D内对y有连续的偏微商（这是

柯西当年建立微分方程初值问题解的存在性和唯一性定理时所假设的一个条件），

并且D是有界闭区域，则f(x, y)在D内对y满足Lipschitz条件；反之，结论不一定正

确。例如，f(x, y) = |y|对y满足Lipschitz条件，但当y = 0时它对y没有微商。

37
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现在，我们要证明下述Picard定理。

Theorem 3.1.1. 定理3.1. 设初值问题

(E)
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0,

其中f(x, y)在矩形区域

R : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

内连续，而且对y满足Lipschitz条件。

则（E）在区间[x0 − h, x0 + h]上有并且只有一个解，其中常数

h = min{a, b
M

}, M = max
(x,y)∈R

|f(x, y)|.

证明：为了突出思路，我们把证明分成以下四步：

（1）初值问题（E）等价于积分方程（y = y(x)为未知函数）

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds. (3.1)

事实上，设y = y(x) (x ∈ I)是（E）的解，则有

y′(x) = f(x, y(x)), x ∈ I (3.2)

和

y(x0) = y0. (3.3)

由此，对恒等式（3.2）积分并利用初值条件（3.3），得到

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s))ds, x ∈ I,

即y = y(x)是积分方程（3.1）的解。

反之，设y = y(x), x ∈ I是（3.1）的解，则对x求导得

y′ = f(x, y(x)), x ∈ I; y(x0) = y0.

即y = y(x)也是（E）的解。

因此Picard定理的证明等价于证明积分方程（3.1）在区间I上有且只有一个解。
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（2）用逐次迭代法构造Picard序列

yn+1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, yn(s))ds, x ∈ I, (3.4)

(n = 0, 1, 2, · · · )，其中y0(x) ≡ y0。

当n = 0时，注意到f(x, y0(x))是I上的连续函数，所以由（3.4）可见

y1(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(x0))ds, x ∈ I

在I上是连续可微的，而且满足不等式

|y1(x)− y0| ≤ |
∫ x

x0

|f(s, y0(s))|ds| ≤M |x− x0|. (3.5)

这就是说，在区间I上|y1(x)− y0| ≤Mh ≤ b。

因此，f(x, y1(x))在I上是连续的。所以由（3.4）可见

y2(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y1(s))ds, x ∈ I

在I上是连续可微的，而且满足不等式

|y2(x)− y0| ≤ |
∫ x

x0

|f(s, y1(s))|ds| ≤M |x− x0|,

从而，|y2(x)− y0| ≤Mh ≤ b，x ∈ I。

由此类推，用归纳法不难证明：由（3.4）给出的Picard序列y = yn(x)在I上是连

续可微的，而且满足不等式

|yn(x)− y0| ≤M |x− x0|, n = 0, 1, 2, · · ·

（3）现在证明Picard序列y = yn(x)在区间I上一致收敛到积分方程（3.1）的解。

注意，序列yn(x)的收敛性等价于级数

∞∑
n=1

[yn+1(x)− yn(x)] (3.6)

的收敛性。下面证明级数（3.6）在I上是一致收敛的。为此，我们用归纳法证明不

等式

|yn+1(x)− yn(x)| ≤
M

L

(L|x− x0|)n+1

(n+ 1)!
, x ∈ I, n = 0, 1, 2, · · · (3.7)
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首先：

|y1(x)− y0(x)| = |
∫ x

x0

f(s, y0)ds| ≤M |x− x0|,

计算

|y2(x)− y1(x)| = |
∫ x

x0

[f(s, y1(s))− f(s, y0)]ds|

≤ |
∫ x

x0

L|y1(s)− y0|ds| ≤ML|
∫ x

x0

|s− x0|ds|

≤ ML
|x− x0|2

2
,

|y3(x)− y2(x)| = |
∫ x

x0

[f(s, y2(s))− f(s, y1(s))]ds|

≤ |
∫ x

x0

L|y2(s)− y1(s)|ds|

≤ ML2|
∫ x

x0

|s− x0|2

2
ds| =ML2 |x− x0|3

6
.

假设n = k时（3.7）成立，接下来验证n = k + 1的情形。先由（3.4）推出

|yk+2(x)− yk+1(x)| = |
∫ x

x0

[f(s, yk+1(s))− f(s, yk(s))]ds|.

再利用Lipschitz条件和归纳假设，我们得到

|yk+2(x)− yk+1(x)| ≤ |
∫ x

x0

L|yk+1(s)− yk(s)|dx|

≤ M |
∫ x

x0

(L|s− x0|)k+1

(k + 1)!
ds| = M

L

(L|x− x0|)k+2

(k + 2)!
.

由此可见，当n = k + 1时（3.7）也成立。因此，（3.7）得证。

显然，不等式（3.7）蕴含（3.6）在区间I上是一致收敛的。因此，Picard序

列y = yn(x)是一致收敛的。则极限函数

φ(x) := lim
n→∞

yn(x), x ∈ I

在区间I上是连续的。然后，利用f(x, y)的连续性以及Picard序列yn(x)的一致收敛

性，我们在（3.4）中令n→ ∞就得到

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φ(s))ds, x ∈ I.

因此，y = φ(x)在I上是积分方程（3.1）的一个解。
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（4）最后证明唯一性：设积分方程（3.1）有两个解分别为y = u(x)和y = v(x)。

令J = [x0−d, x0+d]为它们的共同存在区间，其中d为某一正数（d ≤ h）。则由（3.1）

得

u(x)− v(x) =

∫ x

x0

[f(s, u(s))− f(s, v(s))]ds, x ∈ J.

再利用Lipschitz条件，

|u(x)− v(x)| ≤ L|
∫ x

x0

|u(s)− v(s)|ds|. (3.8)

注意，在区间J上，|u(s) − v(s)|是连续有界的。因此可取它的一个上界K。则由

（3.8），

|u(x)− v(x)| ≤ LK|x− x0|.

然后把它代入（3.8）的右端，我们推出

|u(x)− v(x)| ≤ K
(L|x− x0|)2

2
.

如此递推，我们可用归纳法得到

|u(x)− v(x)| ≤ K
(L|x− x0|)n

n!
, x ∈ J.

然后，令n→ ∞，则上面不等式的右端趋于零。因此，我们推出

u(x) = v(x), x ∈ J.

这就是说，积分方程（3.1）的解是唯一的。 2

有了Picard定理，对于一般微分方程

dy

dx
= f(x, y), (3.9)

只要能判别函数f(x, y)在某个区域D内连续并且对y有连续的偏微商（或满足Lipschitz条

件），我们就可断言在区域D内经过每一点有并且只有一个解。

例如里卡蒂方程 dy
dx = x2 + y2 虽然不能用初等积分法求解，但由Picard定理容

易知道它在(x, y)平面上经过每一点有且只有一个解。

一般而言，如果函数f(x, y)在区域G内连续，而对y不满足Lipschitz条件，那么

微分方程（3.9）在G内经过每一点仍有一个解（即Peano存在定理，见下一节），但

这解可能是唯一的，也可能不是唯一的（参考本节习题1）。也就是说，Lipschitz条

件只是解的唯一性的一个充分条件。在微分方程的一般理论中还没有保证解的唯

一性的一个充要条件。
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下面我们介绍一个比Lipschitz条件更弱的条件。设函数f(x, y)在区域G内连续，

而且满足不等式

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ F (|y1 − y2|),

其中F (r) > 0是r > 0的连续函数，而且瑕积分∫ r1

0

dr

F (r)
= ∞

（r1 > 0为常数）。则称f(x, y)在G内对y满足Osgood条件。注意，Lipschitz条件是Osgood条

件的特例，这是因为F (r) = Lr满足上述要求。

Theorem 3.1.2. 定理3.2（Osgood）设f(x, y)在区域G内对y满足Osgood条件，则微

分方程（3.9）在G内经过每一点的解都是唯一的。

证明：假设不然。则在G内可以找到一点(x0, y0)使得方程（3.9）有两个解y =

y1(x)和y = y2(x)都经过(x0, y0)，而且至少存在一个值x2 ̸= x0，使得y1(x2) ̸= y2(x2)。

不妨设x2 > x0。令

x = sup
x∈[x0,x1]

{x : y1(x) = y2(x)},

则显然有x0 ≤ x < x2，存在x < x1 ≤ x2使得（变换y1, y2）

r(x) := y1(x)− y2(x) > 0, x < x ≤ x1

和r(x) = 0。因此，我们有

r′(x) = y′1(x)− y′2(x) = f(x, y1(x))− f(x, y2(x))

≤ F (|y1(x)− y2(x)|) = F (r(x)),

因此从x到x1积分上式，得到∫ x1

x

r′(x)

F (r(x))
dx =

∫ r(x1)

0

dr

F (r)
≤
∫ x1

x
dx = x1 − x,

其中r(x1) > 0。但根据假设条件上述不等式的左端是∞，而右端是一个有限的数。
矛盾。 2

最后，我们还要指出：如果没有Lipschitz条件，那么一般也不能保证Picard序

列的收敛性。见【例1】，即Müller反例：F (x, y)不满足Lipschitz条件，有唯一解，

但Picard序列和它的任何子序列都不能充分接近（E0）的解。这就是说，对初值问

题（E0）的求解，Picard逐次迭代法是无效的。

作业：1，2，3
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§3.2 Peano存在性定理

本节旨在放宽有关微分方程解的存在性定理的条件。简言之，在Picard定理中

如果只假定f(x, y)在R内的连续性，那么利用欧拉折线法仍可证明初值问题（E）

的解在区间|x − x0| ≤ h上是存在的（但不一定是唯一的）。这就是本节要介绍

的Peano定理。

§3.2.1 欧拉折线

早在18世纪，欧拉提出用简单的折线来近似地描绘所要寻求的积分曲线――

后人称这种方法为欧拉折线法。它是微分方程近似计算方法的开端。

设微分方程
dy

dx
= f(x, y), (3.10)

和相关的初值问题

(E) :
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0,

其中f(x, y)是在矩形区域

R : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

内给定的连续函数。令正数M为|f(x, y)|在R上的一个上界。则微分方程（3.10）

的解y = y(x) 在R内各点P的斜率y′(x)介于−M和M之间。由此不难推出：若y =

y(x)是初值问题（E）的一个解，则它满足不等式

|y(x)− y0| ≤M |x− x0|.

因此，为了保证初值问题（E）的积分曲线y = y(x)在矩形R内，我们只需作如下的

限制：M |x− x0| ≤ b，即

|x− x0| ≤
b

M
.

因此，只要令

h = min{a, b
M

},

则在区间|x − x0| ≤ h上（E）的积分曲线Γ : y = y(x)停留在R内。事实上，它停留

在R′ := [x0 − h, x0 + h]× [y0 − b, y0 + b] 内的如下三角区之中

△h : |y − y0| ≤M |x− x0|, |x− x0| ≤ h.
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现在，把区间|x − x0| ≤ h分成2n等份，则每份的长度为hn = h/n，而2n + 1个

分点为

xk = x0 + khn, k = 0,±1, · · · ,±n.

注意，x−n和xn为区间[x0 − h, x0 + h]的两个端点。

其次，从初值点P0(x0, y0)出发先向右作折线如下：在P0点以斜率为f(x0, y0)的

射线延长使它与垂线x = x1交于点P1(x1, y1)。则

y1 = y0 + f(x0, y0)(x1 − x0).

取直线段[P0, P1]作为折线的第一段，易知它停留在角形区△h内；再在P1点以斜率

为f(x1, y1)的射线延长，使它与垂线x = x2相交于点P2(x2, y2)，则有

y2 = y1 + f(x1, y1)(x2 − x1).

取直线段[P1, P2]作为折线的第二段，易知它停留在角形区△h内；如此类推，我们

在P0点的右侧作出一条折线

[P0, P1, P2, · · · , Pn] ⊂ △h,

它的节点依次为P0, P1, P2, · · · , Pn。用相同的方法，再从P0点出发可以向左作出一

条折线

[P−n, · · · , P−2, P−1, P0] ⊂ △h.

然后，就在△h内得到一条连续的折线

γn = [P−n, · · · , P−k, · · · , P−1, P0, P1, · · · , Pk, · · · , Pn],

其中节点Pk的坐标为(xk, yk)，

yk = yk−1 + f(xk−1, yk−1)(xk − xk−1);

而P−k的坐标(x−k, y−k)为

y−k = y−k+1 + f(x−k+1, y−k+1)(x−k − x−k+1),

k = 1, 2, · · · , n。称γn为初值问题（E）的欧拉折线。

令欧拉折线γn的表达式为

y = φn(x), |x− x0| ≤ h. (3.11)
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当x0 < x ≤ x0 + h时，则有非负整数s使得

xs < x ≤ xs+1, 0 ≤ s ≤ n− 1.

由此不难推出欧拉折线的计算公式

φn(x) = y0 +

s−1∑
k=0

f(xk, yk)(xk+1 − xk) + f(xs, ys)(x− xs). (3.12)

同理，当x0 − h ≤ x < x0时，存在非正整数s使得x−s−1 ≤ x < x−s，因此

φn(x) = y0 +

−s+1∑
k=0

f(xk, yk)(xk−1 − xk) + f(x−s, y−s)(x− x−s). (3.13)

从几何意义可以看出，把上述欧拉折线y = φn(x)作为初值问题（E）的一个近

似解是合理的。而且可以猜想：只要增大n，就能提高近似的精度。这在理论上需

要证明欧拉折线y = φn(x)在区间|x − x0| ≤ h上是收敛的（或至少有一个收敛的子

序列），而且收敛到初值问题（E）的解。但是，由于在欧拉时代的数学分析还没有

足够严格的基础，所以欧拉未能解决这个收敛性问题。后来，有了Ascoli引理，解

决上面所说的问题已经不在话下。

§3.2.2 Ascoli引理

设在区间I上给定一个函数序列

f1(x), f2(x), · · · , fn(x), · · · (3.14)

如果存在常数K > 0，使得不等式

|fn(x)| ≤ K, x ∈ I

对一切n = 1, 2, · · ·都成立，则称函数序列（3.14）在区间I上是一致有界的。

如果对任意正数ϵ，存在正数δ = δ(ϵ)，使得只要x1, x2 ∈ I和|x1 − x2| < δ，就有

|fn(x1)− fn(x2)| < ϵ, n = 1, 2, · · ·

则称函数序列（3.14）在区间I上是等度连续（对n）的。

Ascoli引理：设函数序列（3.14）在有限闭区间I上是一致有界和等度连续的，

则可以选取它的一个子序列

fn1(x), fn2(x), · · · , fnk
(x), · · ·

使它在区间I上是一致收敛的。
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§3.2.3 Peano存在性定理

引理3.1. 欧拉序列（3.11）在|x− x0| ≤ h上至少有一个一致收敛的子序列。

证明：在3.2.1中我们已经指出，所有欧拉折线γn都停留在矩形区域R′内；即

|φn(x)− y0| ≤ b, |x− x0| ≤ h, n = 1, 2, · · ·

这就是说，欧拉序列（3.11）是一致有界的。

其次，注意折线γn的各个线段的斜率界于−M和M之间，其中M为|f(x, y)|在R的

一个上界。因此，容易证明折线γn的任何割线的斜率也界于−M和M之间；即

|φn(s)− φn(t)| ≤M |s− t|, n = 1, 2, · · ·

其中s, t是区间[x0 − h, x0 + h]内的任意两点。因此序列（3.11）也是等度连续的。

因此，由Ascoli引理直接完成了引理3.1的证明。 2

引理3.2. 欧拉折线y = φn(x)在区间|x− x0| ≤ h上满足关系式

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φn(x))dx+ δn(x), (3.16)

其中函数δn(x)趋于零，即

lim
n→∞

δn(x) = 0, |x− x0| ≤ h. (3.17)

证明：这里是将欧拉折线与等价积分方程比较，但右侧与Picard迭代取为φn−1不

同。我们只考虑右侧的情形：x0 ≤ x ≤ x0 + h，设xs < x ≤ xs+1。对于左侧的情形

可作类似的讨论。

利用恒等式

f(xi, yi)(xi+1 − xi) ≡
∫ xi+1

xi

f(xi, yi)dx, i = 0, 1, · · · , s− 1

就可得到

f(xi, yi)(xi+1 − xi) =

∫ xi+1

xi

f(x, φn(x))dx+ dn(i),

其中

dn(i) =

∫ xi+1

xi

[f(xi, yi)− f(x, φn(x))]dx, i = 0, 1, · · · , s− 1.

同样对于xs < x ≤ xs+1，可得

f(xs, ys)(x− xs) =

∫ x

xs

f(x, φn(x)) + d∗n(x),
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其中

d∗n(x) =

∫ x

xs

[f(xs, ys)− f(x, φn(x))]dx.

因此，可把（3.12）写成如下形式：

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φn(x))dx+ δn(x),

其中

δn(x) =

s−1∑
i=0

dn(i) + d∗n(i).

另一方面根据欧拉折线的构造，可知在区间x ∈ [xi, xi+1], ∀i ≥ 0上成立不等式

|x− xi| ≤
h

n
, |φn(x)− yi| ≤M |x− xi| ≤

Mh

n
.

因此，利用f(x, y)在紧集R′ = [x0−h, x0+h]×[y0−b, y0+b]上一致连续，对任给ϵ > 0，

存在N = N(ϵ) > 0，使得n > N时

|f(xi, yi)− f(x, φn(x))| <
ϵ

h
, xi ≤ x ≤ xi+1.

于是当n > N就有

|dn(i)| ≤
∫ xi+1

xi

|f(xi, yi)− f(x, φn(x))|dx <
∫ xi+1

xi

ϵ

h
dx =

ϵ

n
.

同样，由于xs < x ≤ xs+1，当n > N我们有

|d∗n(x)| <
ϵ

n
.

由此推出只要n > N，

|δn(x)| <
sϵ

n
+
ϵ

n
≤ ϵ.

这就证明了（3.17），引理3.2从而得证。 2

现在，容易证明下述Peano存在性定理。

Theorem 3.2.1. 定理3.3. 设函数f(x, y)在矩形区域R内连续，则初值问题

(E) :
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0

在区间|x− x0| ≤ h上存在解y = y(x)。
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证明：利用引理3.1，我们可以选取欧拉折线序列（3.11）的一个子序列

φn1(x), φn2(x), · · · , φnk
(x), · · · ,

使它在区间|x− x0| ≤ h上一致收敛。则极限函数

φ(x) = lim
k→∞

φnk
(x)

在区间|x− x0| ≤ h上是连续的。

再利用引理3.2，由（3.16）可知

φnk
(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φnk
(x))dx+ δnk

(x);

令k → ∞，则由φnk
(x)的一致收敛性和（3.17），以及f(x, y)的连续性，我们推出

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φ(x))dx, |x− x0| ≤ h.

这就证明了y = φ(x)在区间|x− x0| ≤ h上是（E）的一个解。定理3.3从而得证。 2

【附注1】由上述Peano定理的证明可知，初值问题（E）的欧拉序列的任何一

个收敛子序列都趋于（E）的某个解。因此，如果（E）的解是唯一的，那么它的欧

拉序列就一致收敛到那个唯一的解。另外，我们从3.1例1（Müller的例子）看到，对

于初值问题（E）的Picard序列就不具有欧拉序列的上述性质（有收敛子列但不收

敛到（E）的唯一解）。从这个意义上讲，欧拉序列比Picard序列合理。

【附注2】Peano定理在相当广泛的条件（即，只要求函数f(x, y)的连续性）下

保证了初值问题解的存在性，而不保证唯一性。

【附注3】一般说来，如果不要求f(x, y)的连续性，那么上面的初值问题（E）

可能是无解的。如附注3，它的解如果存在只能是三段的折线，无法回到初始点。

【附注】微分方程（包括偏微分方程）的存在性常常用到泛函分析中的理论。

作业：3-2：2，3
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Arzela-Ascoli定理：参见【张恭庆-林源渠《泛函分析讲义》，第一章第三节】

定义1.3.1. 设(X, ρ)是一个距离空间，其中X为非空集合，距离函数ρ为X上的

双变量实值函数，它满足非负性，对称性，三角不等式：

(1) ρ(x, y) ≥ 0; ρ(x, y) = 0 iff x = y;

(2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

(3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

设M为X的子集。如果M中任意点列在X中都有收敛子列，则称M是列紧的。若每

个收敛子列还收敛到M中的点，则称M是自列紧的。

例子：(Rn, dn)中任意有界集是列紧集，任意有界闭集是自列紧集。

定义1.1.5. 设{xn}是距离空间(X, ρ)中的无穷点列，如果对任意ϵ > 0，存在N(ϵ)使

得当m,n ≥ N(ϵ)时都有ρ(xm, xn) < ϵ，则称{xn}是一个基本列。如果距离空间(X, ρ)的

所有基本列都是收敛列，则称(X, ρ)是完备的。

例1.1.7. 连续函数空间(C[a, b], ρ(x(t), y(t)) := maxt∈[a,b] |x(t)− y(t)|)是完备距离
空间。

证明：设{xn}是(C[a, b], ρ)的一个基本列，则由定义对任意ϵ > 0，存在N(ϵ)使

得m,n ≥ N(ϵ)时，

ρ(xm, xn) = max
t∈[a,b]

|xm(t)− xn(t)| < ϵ.

因此，对任意t ∈ [a, b]，

|xm(t)− xn(t)| < ϵ, ∀m,n ≥ N(ϵ),

即对任意固定t ∈ [a, b]，数列{xn(t)}都是基本列，从而极限limn→∞ xn(t)存在，记

作x0(t)。对上式令m→ ∞，则

|x0(t)− xn(t)| ≤ ϵ, ∀n ≥ N(ϵ), ∀t ∈ [a, b].

即xn(t)一致收敛到x0(t)，从而x0(t)连续，xn(t)在(C[a, b], ρ)中收敛到x0(t)。 2

函数列的列紧性与如下的有限ϵ网的存在性关系密切。

定义1.3.5（有限ϵ网）设M是(X, ρ)中的一个子集，ϵ > 0，N ⊂ M。如果对

于∀x ∈ M, ∃y ∈ N使得ρ(x, y) < ϵ，则称N是M的一个ϵ网。如果N还是一个有限集

（个数依赖于ϵ），那么称N为M的一个有限ϵ网。如果对任意ϵ > 0，都存在M的一个

有限ϵ网，则称M是完全有界的。
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定理（Hausdorff）完备距离空间(X, ρ)中集合M为列紧集当且仅当它完全有界。

证明：（1）设M是列紧集。反证法证明M是完全有界集，否则存在ϵ0 > 0，M中

没有有限的ϵ0网。则任取x1 ∈ M，由于{x1}不是M的有限ϵ0网，所以存在x2 ∈ M \
B(x1, ϵϵ)。对{x1, x2} ⊂M，由于它不是M的有限ϵ0网，所以存在x3 ∈M \ [B(x1, ϵ0)∪
B(x2, ϵ0)]。依此，可选取无穷序列{xn}n≥1 ⊂M，xn+1 ∈M \ ∪n

k=1B(xk, ϵ0)。显然对

任意m ̸= n，ρ(xm, xn) ≥ ϵ0，它不能有收敛子列。这与M的列紧性矛盾。

（2）设M是完全有界集，{xn}n≥1是M中的任意无穷点列。接下来抽取{xn}n≥1的

基本列：显然，M的有限1网中存在y1 ∈M使得{xn}有无穷子列{x(1)n } ⊂ B(y1, 1)。同

样，M的有限1
2网中存在y2 ∈M使得{x(1)n }有无穷子列{x(2)n } ⊂ B(y2,

1
2)。依此，M的

有限 1
k网中存在yk ∈M使得{x(k−1)

n }有无穷子列{x(k)n } ⊂ B(yk,
1
k )。则子列{x(k)1 }是一

个基本列。事实上对任意p, q ∈ N，

ρ(x
(k+p)
1 , x

(k+q)
1 ) ≤ ρ(x

(k+p)
1 , yk) + ρ(x

(k+q)
1 , yk) <

2

k
.

由于假设(X, ρ)为完备距离空间，所以{x(k)1 }是一个收敛子列，所以M为列紧集。2

定理（Ascoli）设M = {φi} ⊂ (C([a, b]), ρ)一致有界且等度连续，则{φi}有收敛
子列。

证明：已知(C([a, b]), ρ)为完备距离空间。由Hausdorff定理，任给ϵ > 0，只要可

找到M的有限ϵ网，则M为(C([a, b]), ρ)中的列紧集，有收敛子列。由假设M是等度

连续的，所以存在δ = δ(ϵ/3) > 0使得当|x′ − x| < δ时，

|φ(x)− φ(x′)| < ϵ/3, ∀φ ∈M.

对于δ(ϵ/3)，存在[a, b]的有限δ网N(δ) := {x1, x2, · · · , xn}。作映射

T :M → Rn, Tφ := (φ(x1), · · · , φ(xn)).

由于{φi}一致有界，因此M̃ := T (M)是(Rn, dn)中的有界集。从而M̃是列紧集。由Hausdorff

定理，M̃有有限的ϵ/3网Ñ(ϵ/3) := {Tφ1, · · · , Tφm}。从而对任意φ ∈ M，存在φα ∈
Ñ(ϵ/3)使得

dn(Tφ, Tφα) < ϵ/3.

任意x ∈ [a, b]可取xr ∈ N(δ)使得|x− xr| < δ，则对任意φ ∈M

|φ(x)− φα(x)| ≤ |φ(x)− φ(xr)|+ |φ(xr)− φα(xr)|+ |φα(xr)− φα(x)|

<
2ϵ

3
+ dn(Tφi, Tφα) < ϵ.

因此{φ1, · · · , φm}是M的有限ϵ网。 2
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§3.3 解的延伸

我们之前只在局部范围内讨论初值问题解的存在性。本节准备把这种讨论扩

大到整体。设微分方程
dy

dx
= f(x, y), (3.18)

其中函数f(x, y)在区域G内连续。因此，我们可以利用上节的Peano定理推出：对于

区域G内任何一点P (x0, y0)，微分方程（3.18）至少有一个解y = φ(x)满足初值条件

y(x0) = y0, (3.19)

其中y = φ(x)的存在区间为|x − x0| ≤ h，而正数h与初值点P0的邻域R有关。因此，

我们只知道上面的解在局部范围内是存在的。现在，我们要讨论这解在大范围内

的存在性。主要的结果为下述解的延伸定理。

Theorem 3.3.1. 定理3.4. 设P0为区域G（连通开集）内任一点，并设Γ为微分方程

（3.18）经过P0的任一条积分曲线。则对于任何有界闭区域G1(P0 ∈ G1 ⊂ G)，积分

曲线Γ将延伸到G1之外（即不会全部都落在（任意）有界闭区域内，简单的称它可

延伸到G的边界。但并非收敛到边界上某一点）。

证明：设微分方程（3.18）经过P0的解Γ有如下表达式：

Γ : y = φ(x), x ∈ J,

其中J表示Γ的最大存在区间。仅讨论积分曲线Γ在P0点右侧的延伸情况，P0点的左

侧同样可证。令J+为Γ在P0点右侧的最大存在区间，即J+ = J ∩ [x0,∞)。如果J+ =

[x0,∞)，那么积分曲线Γ在G内就延伸到无穷远，不会全部都落在（任意）有界闭区

域内。否则，我们就又下面两种可能：

（1）J+是有限闭区间：

令J+ = [x0, x1]，其中常数x1 > x0。注意，当x ∈ J+时，积分曲线停留在区

域G内。令y1 = φ(x1)，则(x1, y1) ∈ G。因为区域G是一个开集，所以存在矩形区域

R1 : |x− x1| ≤ a1, |y − y1| ≤ b1,

使得R1 ⊂ G。在矩形区域R1内我们可以利用定理3.3（Peano存在性定理）推出，微

分方程（3.18）至少有一个解

y = φ1(x), |x− x1| ≤ h1
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满足初值条件φ1(x1) = y1，其中h1是某个正数。然后，令

y(x) =

{
φ(x), x0 ≤ x ≤ x1;

φ1(x), x1 ≤ x ≤ x1 + h1.

则y = y(x)是连续可微的（y′(x1) = f(x1, y1)），而且它在区间[x1, x1+h1]上满足微分

方程（3.18）。因此，它是积分曲线Γ在区间[x0, x1 + h1]上的表达式。由于已设积分

曲线Γ的最大右侧存在区间为J+ = [x0, x1]，矛盾。因此，J+不可能是有限闭区间。

（2）J+是有限半开区间：令J+ = [x0, x1)，其中常数x1 > x0。此时的困难

是(x, y(x))当x → x−1时不知是否存在极限点，因为未假设|f |在G上有界。我们要证

明：对于任意有界闭区域G1 ⊂ G，不可能使

(x, φ(x)) ∈ G1, ∀x ∈ J+. (3.20)

否则，设G1是G内一个有界闭区域，使得（3.20）成立。因为f(x, y)在G1上是连

续的，而且G1是一个有界闭区域，所以|f(x, y)|在G1上有上界K。因此，由（3.20）

和（3.21）可见，在J+上|φ′(x)|有上界K。从而由Lagrange中值公式推出不等式

|φ(x)− φ(x′)| ≤ K|x− x′|, x, x′ ∈ J+.

由此当x→ x1时，φ(x)的极限存在。令y1 = limx→x1 φ(x)。则(x1, y1) ∈ G1。考虑矩形

R : |x− x1| ≤ a1, |y − y1| ≤ b1

使得R ⊂ G。设maxR |f | ≤ M。考虑(x2, y2) ∈ Γ ∩ {|x − x1| ≤ a1
2 , |y − y1| ≤ b1

2 }，
并以(x2, y2)为初值点在以(x2, y2)为中心的矩形{|x − x2| ≤ a1

2 , |y − y2| ≤ b1
2 } 上解

初值问题。此时，解的存在区间至少为[x2 − h, x2 + h]，其中h = min{a1
2 ,

b1
2M }。选

取(x2, y2) ∈ Γ使得|x1 − x2| < h，则得到的解延拓到了x1右方。这与Γ的最大存在区

间为[x0, x1)矛盾。因此对任意有界闭区域G1 ⊂ G，（3.20）不成立。 2

由定理3.1和定理3.4立即可以得出下面的

推论：设函数f(x, y)在区域G内连续，而且对y满足局部的Lipschitz条件（即，对

区域G内任一点q，存在以q点为中心的一个矩形区域R ⊂ G，使得在R内f(x, y)对y满

足Lipschitz条件。注意，相应的Lipschitz常数L与矩形区域R有关），则微分方程

（3.18）经过G内任一点P0存在唯一的积分曲线Γ，并且Γ在G内延伸到边界。

【例1】证明如下微分方程的任一解的存在区间都是有界的

dy

dx
= x2 + y2 (3.24)
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证明：利用上面的推论，这微分方程经过平面上任一点P0的积分曲线Γ是唯一

存在的，并且无限延伸。设y = y(x)是微分方程（3.24）满足初值条件y(x0) = y0的

解。令J+ = [x0, β0)为它的右侧最大存在区间，其中β0 > x0。当β0 ≤ 0时，J+显

然是一有限区间。当β0 > 0时，则存在正数x1，使得[x1, β0) ⊂ J+。因此，上面的

解y = y(x)在区间[x1, β0)内满足（3.24），即

y′(x) = x2 + y2(x), 0 < x1 ≤ x < β0.

由此推出

y′(x) ≥ x21 + y2(x), x1 ≤ x < β0,

或
y′(x)

x21 + y2(x)
≥ 1, x1 ≤ x < β0.

从x1到x积分此不等式得∫ x

x1

y′(x)

x21 + y2(x)
dx =

∫ y(x)

y(x1)

dy

x21 + y2
=

1

x1
[arctan

y(x)

x1
−arctan

y(x1)

x1
] ≥

∫ x

x1

dx = x−x1 ≥ 0.

它蕴含

0 ≤ x− x1 ≤
π

x1
, x1 ≤ x < β0.

由此推出β0是一个有限数，即J+是一个有限区间。

左侧同样可证，因此，y = y(x)的最大存在区间是有限区间(α0, β0)，它与解的

初值(x0, y0)有关。 2

一般而言，微分方程解的最大存在区间因解而异，对不同的解需要在不同的

区间上进行讨论。因此，当我们并不知道解的最大存在区间时，就无从下手。在特

定的条件下，下面的定理对解的存在区间作出了先验的断言。

Theorem 3.3.2. 设微分方程

dy

dx
= f(x, y), (3.25)

其中函数f(x, y)在条形区域

S : α < x < β, −∞ < y <∞

内连续，而且满足不等式

|f(x, y)| ≤ A(x)|y|+B(x), (3.26)

其中A(x) ≥ 0和B(x) ≥ 0在区间α < x < β上是连续的。则微分方程（3.25）的每一

个解都以α < x < β为最大存在区间。
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证明：设微分方程（3.25）满足初值条件

y(x0) = y0, (x0, y0) ∈ S

的一个解为Γ : y = y(x)。要证：Γ的最大存在区间为α < x < β。只证明Γ的右侧最

大存在区间为[x0, β)。同样可证Γ的左侧最大存在区间必定是(α, x0]。

假设不然。令它的右侧最大存在区间为[x0, β0)，其中β0是一个常数（x0 < β0 <

β）。我们在β0的两侧分别取常数x1和x2，使得

x0 < x1 < β0 < x2 < β, x2 − x1 < x1 − x0, a1 := x2 − x1 ≪ 1.

因此，在有限闭区间[x0, x2]上函数A(x), B(x)是连续有界的；令A0, B0分别是它们正

的上界。再利用（3.26），我们得到

|f(x, y)| ≤ A0|y|+B0, x0 ≤ x ≤ x2,−∞ < y <∞. (3.27)

现在，以(x1, y1 := y(x1)) ∈ Γ为中心作一矩形区域

R1 : |x− x1| ≤ a1, |y − y1| ≤ b1.

其中b1待定。R1是条形区域S内的一个有界闭区域。由（3.27）容易推出不等式

|f(x, y)| ≤ A0(|y1|+ b1) +B0 :=M > 0, (x, y) ∈ R1. (3.28)

令

h1 = min(a1,
b1
M

),

注意到，[x1 − h1, x1 + h1]是初值点(x1, y1)对应初值问题的相应可解区间。如果a1 ≤
b1
M，则我们已经延拓求解到[x0, x2]。又注意到

lim
b1→∞

b1
M

=
1

A0
,

所以我们可以选取x2以及x1使得

a1 <
1

4A0
,

然后选取充分大b1 > 0，此时可在矩形R1内求解，相应的

h1 = a1 = x2 − x1.

由此推出，Γ在区间x0 ≤ x ≤ x2上存在。这与Γ的右侧最大存在区间[x0, β0)矛盾。它

证明了Γ的右侧最大存在区间必定是[x0, β)。 2

作业：1，2
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§3.4 比较定理

Theorem 3.4.1. 定理3.6（第一比较定理）设函数f(x, y)与F (x, y)都在平面区域G内

连续且满足不等式

f(x, y) < F (x, y), (x, y) ∈ G. (3.29)

又设函数y = φ(x)与y = Φ(x)在区间a < x < b上分别是初值问题

(E1) :
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0

与

(E2) :
dy

dx
= F (x, y), y(x0) = y0

的解，其中(x0, y0) ∈ G。则我们有

(3.30)

{
φ(x) < Φ(x), x0 < x < b;

φ(x) > Φ(x), a < x < x0.

证明：在区间a < x < b上令函数ψ(x) = Φ(x) − φ(x)，则由初值条件和不等式

（3.29），

ψ(x0) = 0, ψ′(x0) = F (x0, y0)− f(x0, y0) > 0.

因此，存在σ > 0，使得

ψ(x) > 0, x0 < x < x0 + σ. (3.31)

如果（3.30）的第一式不成立，则至少存在一个x1(> x0)使得ψ(x1) = 0。再令

β = min{x|ψ(x) = 0, x0 < x < b}.

利用（3.31），我们推出

ψ(β) = 0, ψ(x) > 0, x0 < x < β,

它蕴含

ψ′(β) ≤ 0.

但是另一方面，由于ψ(β) = 0，则有γ := Φ(β) = φ(β)。所以再利用（3.29），我们有

ψ′(β) = Φ′(β)− φ′(β) = F (β, γ)− f(β, γ) > 0.

这一矛盾证明了（3.30）的第一式成立。

同理可证第二式也成立。 2
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第四章 奇解

一般说来，一阶微分方程拥有含一个任意常数的通解，另外可能还有不含于

通解的特解。这种特解可以理解为通解的一种退化现象。它在几何上往往表现

为解的唯一性遭到破坏。早在1694年莱布尼茨就已观察到，解族的包络也是一个

解。Clairaut和欧拉对奇解作了探讨，得出了从p-判别式求奇解的方法。拉格朗日

对奇解和通解的联系作了系统的研究，给出了从C-判别式求奇解的方法和奇解是

积分曲线族的包络这一几何解释。本章先介绍于奇解密切相关的一阶隐式微分方

程的解法，然后介绍奇解的概念和判别法，以及奇解与通解的联系。

§4.1 一阶隐式微分方程

作为对第二章初等积分法的补充，本节讨论一阶隐式方程

F (x, y,
dy

dx
) = 0 (4.1)

的几个特殊解法。这里所谓隐式的含义，是指方程中未知函数的微商 dy
dx没有预先

表示为(x, y)的显函数。

§4.1.1 微分法

设从微分方程（4.1）中可显式解出未知函数

y = f(x, p), (4.2)

其中p = dy
dx。设函数f(x, p)对(x, p)是连续可微的。则由方程（4.2）对x进行微分得

p = fx + fp
dp

dx
,

即

[fx(x, p)− p]dx+ fp(x, p)dp = 0, (4.3)

这是一个关于变量x, p的一阶显式微分方程。

如果能够得到方程（4.3）的通解p = u(x,C)，那么就得到方程（4.2）的通解

y = f(x, u(x,C)),

其中C是一个任意常数【注意，这里是将p = u(x,C)代回方程，而不是去求解它，

因而产生新的任意常数】；另外，若方程（4.3）有特解p = w(x)，那么方程（4.2）有

57
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相应的特解

y = f(x,w(x)).

在某些情况下，方程（4.3）的通解容易写成x = v(p, C)的形式，则方程（4.2）

的通解可写成 {
x = v(p, C),

y = f(v(p, C), p),

这里p视作一个参变量；同样，如果方程（4.3）有特解x = z(p)，则方程（4.2）有相

应的特解 {
x = z(p),

y = f(z(p), p).

克莱洛方程是一阶微分方程中一类特殊的方程，它除了通解，还有一个不包

含在通解之内的奇解。摆线及二次曲线都是克莱罗方程的奇解。

【例1】求解克莱罗（Clairaut）方程

y = xp+ f(p), (p =
dy

dx
), (4.4)

其中f ′′(p) ̸= 0。

解：利用微分法，我们得到

p = p+ x
dp

dx
+ f ′(p)

dp

dx
,

[x+ f ′(p)]
dp

dx
= 0.

当 dp
dx = 0时，我们有p = C。因此得到克莱罗方程（4.4）的通解

y = Cx+ f(C), (4.5)

其中C是一个任意常数。

当x+ f ′(p) = 0时，我们得到克莱罗方程（4.4）的一个特解

x = −f ′(p), y = −f ′(p)p+ f(p), (4.6)

其中p当作参数。因为f ′′(p) ̸= 0，所以由x = −f ′(p)可解得p = w(x)。然后代入上式，

特解（4.6）可写成如下形式：

y = xw(x) + f(w(x)), (4.7)
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它的微商为y′ = p = w(x)。记C0 = w(x0)，在x = x0处特解（4.7）的切线为

y = C0x+ f(C0).

这就证明特解（4.7）在各点都有通解（4.5）中的某一解在该点与其相切；另外，

对x = −f ′(p)求导可得1 = −f ′′(p)w′(x)，w′(x) = −1/f ′′(w(x)) ̸= 0，所以p = w(x)不

是常数。因此特解（4.7）不能由通解（4.5）给出。

作为例子，当f(p) = −1
4p

2时，克莱罗方程的积分曲线族的图形见图4-1。此时，

y = xy′ − 1

4
(y′)2.

通解为

y = Cx− 1

4
C2,

另有特解

x = −f ′(p) = 1

2
p, p = y′(x) = 2x, y = x2.

特别，通解的积分曲线为y = x2的切线，相切于(x0, x
2
0)的直线为y = 2x0x− x20。

§4.1.2 参数法

设微分方程不明显包含自变量，即

F (y, p) = 0, p =
dy

dx
. (4.12)

作为变元y和p之间的联系。一般的，（4.12）给出yp平面上得曲线，设其有参数表示

y = g(t), p = h(t). (4.13)

其中也包含特殊情况y = g(p)或p = h(y)。为了讨论的需要，设g(t), g′(t)和h(t)都是

参数t的连续函数，而且设h(t) ̸= 0。根据上述微分方程的参数表示，我们有

dx =
1

p
dy =

g′(t)

h(t)
dt.

再利用积分，可得

x =

∫
g′(t)

h(t)
dt+ C.

因此，微分方程（4.12）有通解

x =

∫
g′(t)

h(t)
dt+ C, y = g(t). (4.14)
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【例3】求解微分方程

y2 + (
dy

dx
)2 = 1. (4.15)

显然，方程（4.15）有参数表达式

y = cos t,
dy

dx
= sin t, t ∈ (−∞,∞). (4.16)

由此可以推出

dx =
1

sin t
dy =

1

sin t
d cos t = −dt,

从而我们得到

x = −t+ C.

因此，微分方程（4.15）的通解为

x = −t+ C, y = cos t;

如果消去参数t，我们得到通解

y = cos(x− C). (4.17)

如果p = y′(x) = 0，则还有

y = ±1,
dy

dx
= 0.

易知y = 1和y = −1是微分方程（4.15）的两个特解。

因此，微分方程（4.15）有通解（4.17），另外还有特解y = 1和y = −1。特解上

每一点都有通解中一个解与其相切。 2

显然，上面对方程（4.12）所用的参数法也一样适用于如下的微分方程：

F (x,
dy

dx
) = 0.

事实上，类似可寻找参数表示

x = g(t), p = h(t),

dy = pdx = h(t)g′(t)dt,

y =

∫
h(t)g′(t)dt+ C, x = g(t).
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【参数法解一般形式的一阶隐式方程】对于一阶隐式微分方程

F (x, y, p) = 0, p :=
dy

dx
(4.18)

设它有参数表示

x = f(u, v), y = g(u, v), p = h(u, v),

这里u, v是两个参数。但它们还满足dy = pdx，所以我们有

gudu+ gvdv = h(fudu+ fvdv),

即有对称形式的一阶方程

(gu − hfu)du+ (gv − hfv)dv = 0.

如果我们能求得一阶显示微分方程（4.19）的通解

v = Q(u,C), (4.20)

则微分方程（4.18）有通解

x = f(u,Q(u,C)), y = g(u,Q(u,C)),

其中u是参变量，而C是一个积分常数；另外，如果方程（4.19）除通解（4.20）外还

有特解v = S(u)，则

x = f(u, S(u)), y = g(u, S(u))

是微分方程（4.18）的特解。

【例4】用参数法求解微分方程

(
dy

dx
)2 + y − x = 0. (4.21)

解：令

x = u, p = v,

则

y = u− v2.

接下来由dy = pdx消去一个参数。由dy = pdx = vdx

du− 2vdv = vdu,

即

(v − 1)du+ 2vdv = 0.



62 第四章 奇解

这是变量分离的方程，容易求得它的通解

u = −2v − ln(v − 1)2 + C

和一个特解v = 1。由此得到微分方程（4.21）的通解

x = C − 2v − ln(v − 1)2, y = C − 2v − ln(v − 1)2 − v2

和一个特解

x = u, y = u− 1

即y = x− 1。

【例1（3）】求解

2xp = 2 tan y + p3 cos2 y.

解：引入参数y, v，及参数表示

p =
v

cos y

则

2vx = 2 sin y + v3,

x =
sin y

v
+
v2

2
.

利用dx = 1
pdy得

1

v
cos ydy − sin y

v2
dv + vdv =

cos y

v
dy,

从而

v = C, or v3 = sin y.

因此有通解

x =
sin y

C
+
C2

2

特解

x =
3

2
(sin y)

2
3 .

另外，由p = 0求得特解y = kπ。

【例子：季孝达书例6.2.1】最速下降问题：即求质点在重力作用下在Oxy平面

内从原点沿着光滑曲线y(x)下降到x = x1 > 0上某处（选定或不选定）所需的最短

时间。首先所需时间为

J [y(x)] =

∫ x1

0

√
1 + (y′)2dx

v(x, y)
=

∫ x1

0

√
1 + (y′)2dx√

2gy
.
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考虑变分：ys(x)，其中s为参数，h(x) := ∂
∂s |s=0ys(x)为变分/扰动。因此，

d

ds
|s=0

∫ x1

0
F (x, ys(x), y

′
s(x))dx =

∫ x1

0
(Fyh+ Fph

′)dx

=

∫ x1

0
(Fy −

dFp

dx
)hdx+ (Fph)|x1

0 .

所以临界曲线满足

Fy −
dFp

dx
= 0, (Fph)(x1) = 0.

特别，当终点y(x1) > 0固定时，边界条件满足；当终点不固定时，选取自然边界条

件Fp(x1) = 0。【与Lagrange力学对应：F (x, y, y′(x)) ↔ L(t, x(t), x′(t))】

对于

F (x, y, y′) =

√
1 + (y′)2√

2gy
,

Fy − dFp

dx = 0是一个二阶常微分方程。但注意到F不显含x，所以由Noether定理（拉

式量的对称性对应守恒量），与x无关即能量守恒，即H := y′Fp − F与x无关，即

d

dx
(F − y′Fp) = Fyy

′ + Fpy
′′ − y′′Fp − y′

dFp

dx
= y′(Fy −

dFp

dx
) = 0.

从而（我们得到Euler-Lagrange方程的一个首次积分）

F − y′Fp = C,

即 √
1 + (y′)2√

2gy
− (y′)2

√
2gy
√

1 + (y′)2
= C,

化简得

y[1 + (y′)2] = 2C1, C1 =
1

4gC2
> 0.

参数法求解该一阶常微分方程：令

y′ = cot
θ

2
, y = C1(1− cos θ),

则

dx =
dy

y′
=
C1 sin θdθ

cot θ
2

= C1(1− cos θ)dθ,

所以通解的参数形式为{
x(θ) = C1(θ − sin θ) + C2,

y(θ) = C1(1− cos θ), 0 ≤ θ ≤ θ1.
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由起点(x, y) = (0, 0)对应于θ = 0，可得C2 = 0。所以最速下降曲线为{
x(θ) = C1(θ − sin θ),

y(θ) = C1(1− cos θ), 0 ≤ θ ≤ θ1.

常数C1由x = x1（即θ = θ1）处的边界条件来确定，而且也由这个边界条件来确

定θ1。分两种情况分别讨论：

（1）给定y(x1) = y1 > 0，则由{
x1 = C1(θ1 − sin θ1),

y1 = C1(1− cos θ1),

推出
x1
y1

=
θ1 − sin θ1
1− cos θ1

,

求出该方程的最小正根θ1，接着确定

C1 =
x1

θ1 − sin θ1
=

y1
1− cos θ1

,

这样就确定了唯一得最速下降曲线。

（2）自然边界条件Fp(x1) = 0，即y′(x1) = 0，此时最速下降曲线在终点与直

线x = x1正交。由y′(x1) = 0可得

y′(x1) =
dy

dx
(θ = θ1) =

C1 sin θ

C1(1− cos θ)
|θ=θ1 = 0,

由此确定得θ1 = π。接着可确定

C1 =
x1

θ1 − sin θ1
=
x1
π
.

以上两种情况下的最速下降曲线均为旋轮线，滚圆的半径为C1。

【附注：最速降线、摆线（Cycloid）、旋轮线】最速降线即摆线，等时问题的

解（惠更斯几何方法、伯努利哥哥解析方法）。在数学中，摆线（Cycloid）被定义

为，一个圆沿一条直线运动时，圆边界上一定点所形成的轨迹。例如定点固定为

初始时圆（圆心为(0, C1)）上落在原点的点p，当它滚动之后逆时针方向θ角度的点

即C1(sin θ, 1− cos θ) 落在x轴上时，p的坐标此时为C1(θ − sin θ, 1− cos θ)。

等时性【当质点从摆线的不同点放开时，它们会同时到达底部】：我们考虑摆

线的一段（变换一下y坐标的取法：y → −y + 2r = r(1 + cos θ)），即沿{
x(θ) = r(θ − sin θ),

y(θ) = r(1 + cos θ), 0 ≤ θ0 ≤ θ ≤ π.
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求下降所需的时间：首先在y处的速度为

v =
√

2g(y0 − y),

令y′ = dy
dx = − tanα < 0，则

dy

dt
= −v sinα = v

y′√
1 + (y′)2

,

dt =

√
1 + (y′)2√

2g(y0 − y)y′
dy =

√
1 + (y′)2√
2g(y0 − y)

dx,

T (θ0 → π) =

∫ π

θ0

√
1 + (y′)2√
2g(y0 − y)

dx

dθ
dθ.

将参数化曲线代入，并令u = cos θ
2

T =

√
2r

g

∫ π

θ0

sin θ
2√

cos θ0 − cos θ
dθ

= 2

√
r

g

∫ cos
θ0
2

0

du√
cos2( θ02 )− u2

= 2

√
r

g
arcsin 1 = π

√
r

g
.

摆线的周期为这个时间的两倍，即周期为

2π

√
r

g
.

作业：4-1：1，2
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§4.2 奇解

在上一节我们已经看到某些一阶隐式微分方程的一些特解具有特殊的几何意

义：经过该特解的每一点都有通解中的一条积分曲线与它在这点相切。

【例1】求解克莱罗（Clairaut）方程

y = xp+ f(p), (p =
dy

dx
), (4.4)

其中f ′′(p) ̸= 0。

解：利用微分法得到克莱罗方程（4.4）的通解

y = Cx+ f(C), (4.5)

其中C是一个任意常数。克莱罗方程（4.4）的一个特解

x = −f ′(p), y = −f ′(p)p+ f(p), (4.6)

其中p当作参数。因为f ′′(p) ̸= 0，所以由x = −f ′(p)可解得p = w(x)。然后代入上式，

特解（4.6）可写成如下形式：

y = xw(x) + f(w(x)). (4.7)

【例3】求解微分方程

y2 + (
dy

dx
)2 = 1. (4.15)

利用参数法我们得到通解

y = cos(x− C). (4.17)

如果p = y′(x) = 0，则还有两个特解

y = ±1.

Definition 4.2.1. 设一阶微分方程

F (x, y,
dy

dx
) = 0 (4.22)

有一特解

Γ : y = φ(x), x ∈ J.

如果对每一点Q ∈ Γ，在Q的任意小邻域内方程（4.22）有一个不同于Γ的解在Q点

与Γ相切，则称Γ是微分方程（4.22）的奇解。
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例如，（4.7）是克莱罗方程（4.4）的奇解（见图4-1），y = 1和y = −1是微分方程

（4.15）的两个奇解。下面的定理给出了奇解存在的必要条件。

Theorem 4.2.2. 定理4.1. 设(x, y, p) ∈ G,F (x, y, p) ∈ C1(G)。若函数y = φ(x), x ∈
J是微分方程F (x, y, p) = 0的一个奇解，则y = φ(x)满足一个称之为p-判别式的联立

方程

F (x, y, p) = 0, Fp(x, y, p) = 0. (4.23)

设从（4.23）中消去p得到方程

△(x, y) = 0, (4.24)

则称由此决定的曲线为方程（4.22）的p-判别曲线。因此，微分方程（4.22）的奇解

是一条p-判别曲线。

证明：因为y = φ(x)是微分方程（4.22）的解，所以它自然满足上述p-判别式的

第一式。现证明它满足第二式。假设不然。则存在x0 ∈ J，使得

Fp(x0, y0, p0) ̸= 0,

其中y0 = φ(x0), p0 = φ′(x0)。注意F (x0, y0, p0) = 0, (x0, y0, p0) ∈ G。因此根据隐函数

定理，由方程（4.22）在(x0, y0)附近唯一的确定了

dy

dx
= f(x, y), (4.25)

其中f(x, y) ∈ C1使得f(x0, y0) = p0。这就证明了微分方程（4.22）所有满足y(x0) =

y0, y
′(x0) = p0的解也必定是微分方程（4.25）的解。

另一方面，由于在(x0, y0)的某邻域f(x, y) ∈ C1，特别由F (x, y, f(x, y)) = 0，

Fy + Fpfy = 0, fy = −Fy

Fp
.

所以由Picard定理可知，微分方程（4.25）满足初值条件y(x0) = y0的解是存在而

且唯一的。由此可见，y = φ(x)在x = x0处的某一邻域内是微分方程（4.25）经

过(x0, y0)点的唯一解。这与y = φ(x)为奇解矛盾。定理4.1从而得证。 2

容易验证，克莱罗方程（4.4）的奇解（4.6）满足相应的p-判别式

xp+ f(p)− y = 0, x+ f ′(p) = 0.

微分方程（4.15）的奇解y = 1和y = −1满足相应的p-判别式

p2 + y2 − 1 = 0, 2p = 0.
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这里须注意，由p-判别式确定的函数y = ψ(x)（p-判别曲线）不一定是相应

方程的解；即使是解，也不一定是奇解。这就是说，定理4.1虽然把寻找微分方程

（4.22）的奇解的范围缩小到它的p-判别式（4.23）或（4.24），但是由p-判别式规定的

函数y = ψ(x)仍须根据奇解的定义经过验证才能确认它是否为奇解。而在不知道

通解的情况下就难以进行这种验证。下面的定理在某种条件下克服了这一困难。

Theorem 4.2.3. 定理4.2. 设F (x, y, p) ∈ C2(G)。设方程（4.22）的p-判别式

F (x, y, p) = 0, Fp(x, y, p) = 0 (4.27)

（消去p后）得到的函数y = ψ(x), x ∈ J是微分方程（4.22）的解。如果对x ∈ J成立

Fy(x, ψ(x), ψ
′(x)) ̸= 0, Fpp(x, ψ(x), ψ

′(x)) ̸= 0 (4.28)

以及

Fp(x, ψ(x), ψ
′(x)) = 0. (4.29)

则y = ψ(x)是微分方程（4.22）的奇解。

证明：有一定难度，见本章最后一节。在此省略。注：p-判别曲线未必满足

（4.29）。

§4.3 包络

本节将采用微分几何学中有关曲线族的包络的概念来阐明奇解和通解之间的

联系，以及讨论求奇解的方法。设单参数C的曲线族

K(C) : V (x, y, C) = 0, (4.31)

其中函数V (x, y, C) ∈ C1(G)是连续可微的。例如，单参数C的曲线族：

（1）x2 + y2 = C,C > 0，

（2）y = (x− C)2 + 1,−∞ < C <∞

在平面上分别表示一个以原点为中心的圆族和一个顶点在直线y = 1上的抛

物线族。

Definition 4.3.1. 【定义4.2】设在平面上有一条连续可微的曲线Γ。如果对于任

一点Q ∈ Γ，在曲线族（4.31）中都有一条曲线K(C∗)通过Q点并且在点Q与Γ相切，

而且K(C∗) 在Q点的任意小邻域内不同于Γ。则称曲线Γ为曲线族（4.31）的一支包

络。
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例如，直线y = 1是上面的抛物线族（2）的包络；而直线族y = Cx − 1
4C

2有包

络为y = x2（参见图4-1，克莱罗方程中f(p) = −1
4p

2）。并不是每个曲线族都有包络，

例如上面的同心圆族（1）就没有包络。

【附注1】我们在这里对包络所下的定义与一般微分几何所给的定义稍有不同，

那里要求曲线族中的每一条曲线都与包络相切，这里的定义对微分方程的应用比

较方便（见下面的例2）。

比较包络和奇解的定义可知，奇解是通解的包络。下面得定理告诉我们，通

解的包络也是奇解。

Theorem 4.3.2. 定理4.3. 设微分方程

F (x, y,
dy

dx
) = 0, (4.32)

有通积分

U(x, y, C) = 0. (4.33)

又设（积分）曲线族（4.33）有包络为Γ : y = φ(x), x ∈ J。则包络y = φ(x)是微分

方程（4.32）的奇解。

证明：根据奇解和包络的定义，我们只需证明Γ是微分方程（4.32）的解。

在Γ上任取一点(x0, y0)，其中y0 = φ(x0)。则由包络的定义可知，曲线族（4.33）

中有一条曲线y = u(x,C0)在(x0, y0)点与y = φ(x)相切，即

φ(x0) = u(x0, C0), φ′(x0) = ux(x0, C0).

因为y = u(x,C0)是微分方程（4.32）的一个解，所以

F (x0, u(x0, C0), ux(x0, C0)) = 0.

因此，F (x0, φ(x0), φ′(x0)) = 0。由于x0 ∈ J是任意给定的，所以y = φ(x)是微分方程

（4.32）的解。定理4.3证毕。 2

Theorem 4.3.3. 定理4.4. 设Γ是曲线族（4.31）的一支包络。则它满足C-判别式：

V (x, y, C) = 0, VC(x, y, C) = 0. (4.34)

或消去C，得到关系式

Ω(x, y) = 0. (4.35)
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证明：由包络的定义可见，我们可对包络Γ给出如下的参数表达式：

x = f(C), y = g(C), C ∈ I,

其中C为曲线族（4.31）的参数，曲线K(C)与包络在(x = f(C), y = g(C))处相切。因

此，我们推出

V (f(C), g(C), C) = 0, C ∈ I. (4.36)

因为包络是连续可微的（我们假设f(C), g(C)对C也是连续可微的），对C求导得

Vxf
′(C) + Vyg

′(C) + VC = 0, C ∈ I, (4.37)

其中Vx, Vy, VC同在(f(C), g(C), C)点取值。

不妨设

(f ′(C), g′(C)) ̸= (0, 0), and (Vx, Vy) ̸= (0, 0).

否则，(f ′(C), g′(C)) = (0, 0)或(Vx, Vy) = (0, 0)，则由（4.37）推出VC(f(C), g(C), C) =

0。由假设，包络Γ在点q(C) = (f(C), g(C))的切向量(f ′(C), g′(C))，以及通过q(C)点

的曲线V (x, y, C) = 0在q(C)点的切向量(−Vy, Vx)（因为Vx + Vy
dy
dx = 0）都是非退化

的。由于这两个切向量在q(C)点是共线的，所以有

f ′(C)Vx + g′(C)Vy = 0,

由它与（4.37）也推出（4.39）成立。因此，对于任何C ∈ I，关系式（4.36）和（4.39）

同时成立。这就证明了包络Γ满足C-判别式（4.34）。定理4.4从而得证。 2

注：由于f, g关于C是否连续可微的问题，作另外考虑。由包络曲线Γ ∈ C1，我们

选取参数t使得Γ有参数表示x = x(t), y = y(t)，其中x(t), y(t) ∈ C1。对于(x(t), y(t)) ∈
Γ，设对应的曲线为K(C(t))。则已有V (x(t), y(t), C(t)) = 0。接下来需要证明

VC(x(t), y(t), C(t)) = 0.

否则设对于某个t0，VC(x(t0), y(t0), C(t0)) ̸= 0，于是由隐函数定理，在(x(t0), y(t0), C(t0))的

某个邻域内由V (x, y, C) = 0以及V ∈ C1可以反解出

C = v(x, y)

使得V (x, y, v(x, y)) = 0, v(x(t0), y(t0)) = C(t0)，且v ∈ C1。特别，令v(t) = v(x(t), y(t))，

则V (x(t), y(t), v(t)) = 0, v(t0) = C(t0)。又V (x(t), y(t), C(t)) = 0, VC(x(t0), y(t0), C(t0)) ̸=
0，因此C(t) = v(t) = v(x(t), y(t)) ∈ C1。即在VC ̸= 0处附近，C(t)是C1的。另一方面



§4.3 包络 71

同上，由K(C(t))与包络相切可知对每一t，x′(t)Vx + y′(t)Vy = 0，因此C ′(t)VC = 0。

又由假设VC ̸= 0，从而C ′(t) ≡ 0。这与包络的定义矛盾。

例：安全抛物线。考虑从原点发射炮弹，初速度为v0。设θ为初始的抛射角。则

x(t) = v0t cos θ, y(t) = v0t sin θ −
1

2
gt2.

因此t = x
v0 cos θ

，代入得

y = x tan θ − g

2v20 cos
2 θ
x2.

由C-判别法，这里θ是参数，包络还满足

x

cos2 θ
− g

2v20
x2

2 sin θ

cos3 θ
= 0,

即

tan θ =
v20
gx
,

代回方程得包络（安全抛物线）

y = − g

2v20
x2 +

v20
2g
.

反之，满足C-判别式的曲线未必是相应曲线族的包络（参见下面的例1）。下

面定理给出了包络的一个充分条件。

Theorem 4.3.4. 定理4.5. 设由曲线族（4.31）的C-判别式

V (x, y, C) = 0, VC(x, y, C) = 0

确定一支连续可微且不含于族（4.31）的曲线

Λ : x = φ(C), y = ψ(C), C ∈ J,

而且它满足非退化性条件

(φ′(C), ψ′(C)) ̸= (0, 0), (Vx, Vy)(φ(C), ψ(C), C) ̸= (0, 0). (4.40)

则Λ是曲线族（4.31）的一支包络。

证明：在Λ上任取一点q(C) = (φ(C), ψ(C))，则有

V (φ(C), ψ(C), C) = 0, VC(φ(C), ψ(C), C) = 0. (4.41)
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因为(Vx, Vy) ̸= (0, 0)，所以可对方程（4.31）在q(C)点利用隐函数定理确定一条连续

可微的曲线ΓC : y = h(x)（或x = k(y)，当Vx ̸= 0），它在q(C)有切向量

τ(C) = (−Vy, Vx).

而Λ在q(C)点的切向量为

ν(C) = (φ′(C), ψ′(C)).

另一方面，由（4.41）的第一式对C求微分得到

φ′(C)Vx + ψ′(C)Vy + VC = 0,

再利用（4.41）的第二式推出

φ′(C)Vx + ψ′(C)Vy = 0.

这就证明了切向量τ(C)和ν(C)在q(C)是共线的，即曲线族（4.31）中有曲线ΓC在q(C)点

与Λ相切。再由条件可知，曲线ΓC与Λ不同。综合上面的结论可知，Λ是曲线族（4.31）

的一支包络。定理4.5证毕。 2



第五章 高阶微分方程

在实际问题中出现的微分方程通常包含若干个未知函数，以及它们的导数。

各未知函数导数的最高阶之和叫做该微分方程的阶，它是反映求解微分方程难度

的一个量。如果能把一个n阶微分方程降低到n − 1阶，求解微分方程问题就前进

了一步。本章将通过一些具体的例子介绍微分方程的降阶技巧，然后讨论一般高

阶微分方程的初值问题解的存在性和唯一性，以及解对初值和参数的连续与可微

性。关于高阶线性微分方程的一般理论和求解方法，将专门在下一章进行介绍。

§5.1 二阶方程的几个例子（都可降阶求解）：单摆、悬链线、二体问题（都与引

力有关）

例:考虑微分方程
d2x

dt2
= f(x) (5.2)

例如弹簧振动，单摆，行星在引力下运动都是这种形式的方程或方程组。令v = dx
dt，

以v为新的变量，t当作参数，则

d2x

dt2
=
dv

dt
=
dv

dx

dx

dt
= v

dv

dx
.

再代入方程（5.2），得到一个不显含t的一阶方程

v
dv

dx
= f(x),

它是变量分离的方程。因此，可以求出它的积分

v2 = 2F (x)− C1 = 2

∫
f(x)dx− C1, (5.3)

其中C1为任意常数。（5.3）对于固定的C1是一阶微分方程

dx

dt
= ±

√
2F (x)− C1,

它也是变量分离的。因此，又可以求出它的积分∫
dx

±
√

2F (x)− C1

= t+ C2, (5.4)

其中C2是第二个任意常数。称（5.4）为方程（5.2）的通积分；通常由它可得到通

解x = u(t, C1, C2)。在实际求解时，求原函数G和从（5.4）反解x都可能遇到困难。

73
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但其实对某些实际问题，并不需要完全求出通解（5.5）。如果我们只对运动的

位移x和速度v 之间的关系，即运动的相(x, v)感兴趣，那么（5.3）就已经给出了这

种关系。事实上，对于固定的常数C1，关系式（5.3）在(x, v)平面（相平面）上确定

一条（或几条）名为轨线的曲线ΓC1。例如，当f(x) = −kx, k > 0（简谐振动）时，利

用（5.3）我们就有

v2 + kx2 = −C1 = C2,

轨线是一个以原点为中心的椭圆。

总结：微分方程（5.2）的求解在于引入新变量v = dx
dt，从而（5.2）等价于

dx

dt
= v,

dv

dt
= f(x).

即

v
dv

dx
= f(x).

这里可以降阶求解依赖于f的特殊性，即它不显含t。

如果微分方程不显含自变量，则称它为自治（或驻定）微分方程。对它们可以

进行降阶。例如，考虑n阶自治微分方程（当方程有x平移不变性时会如此）

F (y,
dy

dx
, · · · , d

ny

dxn
) = 0, (5.1)

令z = dy
dx，则有关系式（z = z(y) = z(y(x))）

d2y

dx2
=
dz

dx
=
dz

dy

dy

dx
= z

dz

dy
,

d3y

dx3
=

d

dx
(z
dz

dy
) = z

d

dy
(z
dz

dy
) = z2

d2z

dy2
+ z(

dz

dy
)2,

· · ·
dny

dxn
= φ(z,

dz

dy
, · · · , d

n−1z

dyn−1
).

然后，把它们代入方程（5.1），就得到一个n− 1阶的微分方程（其中z是未知函数，

而y是自变量）

F1(y, z,
dz

dy
, · · · , d

n−1z

dyn−1
) = 0.

另外，如果F ( dydx ,
d2y
dx2 ) = 0，引入z = dy

dx后直接降为一阶方程F (z, dzdx) = 0。

【例1】单摆方程：设有一长度为l不能伸长的细线，它的上端固定在空间中

的P0点，而在下端悬挂一个质量为m的小球，并让它在一垂直平面内自由摆动（除

重力外不受其他外力的作用）。
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令摆线与垂线的有向夹角为x，而x = 0对应于单摆下垂的位置。显然，摆线将

在以P0为中心以l为半径的圆周上来回摆动。这时dx
dt和

d2x
dt2
分别表示单摆振动的角

速度和角加速度。以上端固定点为原点，以竖直向下的方向为u轴正向，水平向右

为v轴正向，则

(u, v) = l(cosx, sinx),

−→v =
d

dt
(u, v) = l

dx

dt
(− sinx, cosx),

−→a :=
d

dt
−→v = l

d2x

dt2
(− sinx, cosx)− l(

dx

dt
)2(cosx, sinx),

从而朝向(sinx,− cosx)方向的加速度大小为−l d2x
dt2
。利用牛顿的第二运动定律，容

易推出单摆的运动方程为

−mld
2x

dt2
= mg sinx,

或写成
d2x

dt2
+ a2 sinx = 0,

其中常数a =
√
g/l > 0。

单摆方程（5.7）属于方程（5.2）的类型。因此，可以用上述方法求解：令v = dx
dt，

d2x

dt2
=
dv

dt
=
dv

dx

dx

dt
= v

dv

dx
,

v
dv

dx
+ a2 sinx = 0,

v2 = 2a2 cosx− C1.

上述关系式称为首次积分（严格的定义见第十章）。它与诺特定理相关：不显含时

间，所以能量守恒，即

1

2
(
dx

dt
)2 − a2 cosx =

1

ml2
[
1

2
m(l

dx

dt
)2 −mgl cosx] = −1

2
C1.

从而，
dx

dt
= ±

√
2a2 cosx− C1.

因此分离变量，就可得到通积分∫
dx

±
√
2a2 cosx− C1

= t+ C2.

因为这里出现了椭圆积分，我们再往下推演时就碰到了困难。
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我们利用sinx在x = 0的泰勒展开，并取它的线性近似sinx ≈ x，这样原来的单

摆方程（5.7）经”线性化“后就变成（弹簧振动、简谐振动）

d2x

dt2
+ a2x = 0. (5.9)

对于这个简单的”线性化“方程，容易得到它的首次积分

(
dx

dt
)2 + a2x2 = C2

1 , C1 > 0.

因此，我们有
dx

dt
= ±

√
C2
1 − a2x2,

再利用分离变量法，可以得到通积分

±1

a
arcsin(

ax

C1
) = t+ C2,

由此求得通解

x =
C1

a
sin(at+D).

其中，A := C1
a 为振幅，a为频率，周期为2π/a与振幅A无关。但是单摆的周期与振

幅A有关，但有

lim
A→0

T (A) =
2π

a
=

2π√
g/l

.

摆线（等时曲线、最速降线）对应的周期为（R为滚轮的半径）

4π√
g/R

.

【例2】悬链线方程

设有一理想的柔软而不能伸缩的均匀细线，单位长度重量为γ。把它悬挂在两

个定点P1和P2之间。设这细线只受重力作用。试求悬链线的形状y = y(x)。

参看图5-6，设定点P1和P2在(x, y)平面内，x轴表示水平方向，而y轴垂直向上。

令γ表示单位长细线所受的重力。任取悬链线y = y(x)上的一小段P̃Q，设P和Q的

坐标分别为(x, y(x))和(x+△x, y(x+△x))。则小段P̃Q所受的重力为

W = γ△s,

其方向为垂直向下。在P̃Q上的作用力除重力W外还有张力F1和F2，它们分别在P点

和Q点沿着切线方向。令F1和F2的水平分量分别为H1 = H(x)和H2 = H(x + △x)，
而垂直分量分别为V1 = V (x) 和V2 = V (x+△x)。然后，利用平衡条件，我们推出

H2 −H1 = 0, V2 − V1 −W = 0.
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由此可知，H(x) = H0为常数，而

V (x+△x)− V (x) = γ△s.

令△x→ 0，就有

V ′(x) = γ
ds

dx
. (5.14)

注意，弧长公式
ds

dx
=
√

1 + (y′(x))2

和张力的方向，即V/H = y′，即

V (x) = H(x)y′(x) = H0y
′(x),

我们由（5.14）推出

H0y
′′(x) = γ

√
1 + (y′(x))2.

由此得到悬链线y = y(x)满足的微分方程

y′′ = a
√

1 + (y′)2, (5.15)

其中a = γ/H0是常数。

另外，悬链线y = y(x)自然满足条件

y(x1) = y1, y(x2) = y2. (5.16)

注意，这条件不同于初值条件(y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0)；它叫作边值条件。因此，求

解悬链线的形状y = y(x)就归结到求边值问题（5.15）+（5.16）的解。

微分方程（5.15）是一个二阶的自治系统，可按常规降阶。不过对它还有更简

洁的降阶法。令z = y′。则（5.15）降为一阶方程

z′ = a
√

1 + z2,

而且它是变量分离的。容易求出它的通解

z = sinh a(x+ C1),

其中C1是一个任意常数。由此可再积分，得到（5.15）的通解

y =
1

a
cosh a(x+ C1) + C2, (5.17)

其中C2是第二个任意常数。
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利用通解（5.17）和边值条件（5.16），我们得到

1

a
cosh a(x1 + C1) + C2 = y1,

1

a
cosh a(x2 + C1) + C2 = y2.

由此可唯一确定任意常数C1, C2，从而由（5.17）给出所求的解，它是一个双曲余弦

函数。但由于常数a依赖于未知的水平力H0，所以需要先确定a，然后才能完全确

定C1, C2。

设悬链线的长度为L，自然要求

L ≥
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (5.18)

利用曲线的弧长积分公式，我们有

L =

∫ x2

x1

√
1 + (y′)2dx =

1

a

∫ x2

x1

y′′(x)dx

=
1

a
[z(x2)− z(x1)] =

1

a
[sinh a(x2 + C1)− sinh a(x1 + C1)]

=
2

a
sinh

a(x2 − x1)

2
cosh

a(x1 + x2) + 2C1

2
.

另外，由（5.17）得到

y2 − y1 =
1

a
[cosh a(x2 + C1)− cosh a(x1 + C1)]

=
2

a
sinh

a(x2 − x1)

2
sinh

a(x1 + x2) + 2C1

2
,

由此推出 √
L2 − (y2 − y1)2 =

2

a
sinh

a(x2 − x1)

2
. (5.19)

注意，由（5.18）可知（5.19）左端是一个正的常数K0，再令常数K1 = x2 − x1 > 0，

则K0 > K1。因此，由（5.19）得到

K0

2
a = sinh(

K1

2
a),

由此就可唯一的确定正数a，特别a与γ无关而只与端点位置有关。
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【例3】二体问题：

地球绕太阳的运动历来是受人重视的问题之一。为了简单起见，我们将不考

虑其他天体（微小）的影响。设太阳S位于惯性坐标系(x, y, z)的原点O，而地球E的

坐标向量为

P (t) = (x(t), y(t), z(t)),

则E的运动速度和加速度分别为

Ṗ (t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)), P̈ (t) = (ẍ(t), ÿ(t), z̈(t)).

令太阳和地球的质量分别为ms和me。由牛顿第二定律和万有引力定律，我们得到

地球运动的微分方程

meP̈ (t) = −Gmsme

|P (t)|2
P (t)

|P (t)|
,

其中G是万有引力常量，而|P (t)|表示P (t)的欧式模。即
ẍ = − Gmsx

(
√

x2+y2+z2)3
,

ÿ = − Gmsy

(
√

x2+y2+z2)3
, (5.20)

z̈ = − Gmsz

(
√

x2+y2+z2)3
.

它是一个自治的微分方程组，其中未知函数为x = x(t), y = y(t), z = z(t)。

由力学的知识可知，地球的运动(x(t), y(t), z(t))还决定于它的初始状态（5.21）：

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0,

ẋ(t0) = u0, ẏ(t0) = v0, ż(t0) = w0.

因此，为了解决地球的运动问题，我们需要求初值问题（5.20）+（5.21）。方程组

（5.20）阶数是六阶，通解含六个独立变量，由这里六个初值确定。

由（5.20）可以得到

zÿ − yz̈ = 0,

即
d

dt
[zẏ − yż] = 0.

由此得到一个首次积分

zẏ − yż = C1, (5.22)

其中C1是任意常数。类似的，还可以求出另外两个首次积分

xż − zẋ = C2, (5.23)



80 第五章 高阶微分方程

yẋ− xẏ = C3, (5.24)

这里C2, C3都是常数。

这里即角动量守恒（诺特定理：转动（保持|r|的线性变换，即O(n)）不变性对

应角动量守恒）

d

dt
(P × Ṗ ) = P × P̈ = 0, P × Ṗ = −(C1, C2, C3).

从而地球轨道在向量(C1, C2, C3)的垂直平面上，并且固定时间内扫过的面积相等

（开普勒第二定律）。

由（5.22，5.23，5.24）推出

C1x+ C2y + C3z = 0.

这证明了地球运动的轨道永远在一个平面上。或者说，二体问题是一个平面问

题。因此，我们不妨设地球的轨道永远在平面z = 0上。因此，确定了两个独立常

数C1 = C2 = 0，因此方程降低两阶，方程（5.20）成为{
ẍ+ µx(

√
x2 + y2)−3 = 0, (5.25)

ÿ + µy(
√
x2 + y2)−3 = 0,

其中常数µ = Gms。

接下来要利用另一个守恒量：动量。由上述方程可得

(ẋẍ+ ẏÿ) + µ(xẋ+ yẏ)(
√
x2 + y2)−3 = 0,

即
d

dt
[
1

2
(ẋ2 + ẏ2)− µ√

x2 + y2
] = 0.

因此又得到一个首次积分

ẋ2 + ẏ2 − 2µ√
x2 + y2

= C4. (5.26)

利用极坐标x = r cos θ, y = r sin θ，则（5.26）变成

(
dr

dt
)2 + (r

dθ

dt
)2 − 2µ

r
= C4, (5.27)

而首次积分（5.24）变成

r2
dθ

dt
= −C3. (5.28)
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不妨设常数C3 > 0，若为零则轨道为直线，可由（5.27）解出。由（5.27，5.28）可知

(
dr

dt
)2 = C4 + (

µ

C3
)2 − (

C3

r
− µ

C3
)2,

它蕴含积分常数C4必须满足C4 + ( µ
C3

)2 ≥ 0，当C4 + ( µ
C3

)2 = 0得到圆周轨道，半径

由C3唯一确定。此时

r =
C2
3

µ
=
r4θ̇2

Gms
,

θ̇ = −
√
Gmsr

− 3
2 , T =

2π√
Gms

r
3
2 , r|θ̇| =

√
Gmsr

− 1
2 ,

1

2
mE(rθ̇)

2 =
Gmsme

2r
, U = −Gmsme

r
, E = −Gmsme

2r
.

以下设

C4 + (
µ

C3
)2 > 0.

因此，我们有
dr

dt
= ±

√
C4 + (

µ

C3
)2 − (

C3

r
− µ

C3
)2.

再利用（5.28）推出

dr

dθ
= ± r2

C3

√
C4 + (

µ

C3
)2 − (

C3

r
− µ

C3
)2.

即
d(C3

r )

±
√
C4 + ( µ

C3
)2 − (C3

r − µ
C3

)2
= dθ.

由此，我们得到

arccos
C3
r − µ

C3√
C4 + ( µ

C3
)2

= θ − θ0,

从上式解出r作为θ的函数，得到

r =
p

1 + e cos(θ − θ0)
, (5.29)

其中常数

e =
C3

µ

√
C4 + (

µ

C3
)2 > 0, p =

C2
3

µ
> 0.

由平面解析几何的知识得知方程（5.29）表示一条二次曲线。当0 ≤ e < 1时，

它是椭圆；当e = 1时，它是抛物线；当e > 1时，它是双曲线。我们知道，地球绕太

阳的情形属于椭圆轨道，即0 < e < 1。
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§5.2 n维线性空间中的微分方程

设n阶微分方程式

dny

dxn
= F (x, y,

dy

dx
, · · · , d

n−1y

dxn−1
), (5.30)

这里x是自变量，而y是未知函数。

令

y1 = y, y2 =
dy

dx
, · · · , yn =

dn−1y

dxn−1
,

则微分方程（5.30）等价于下列n阶标准微分方程组：

dy1
dx = y2,

· · · (5.31)
dyn−1

dx = yn,
dyn
dx = F (x, y1, y2, · · · , yn).

这里等价的含义是：若函数y = φ(x)是方程（5.30）的解，则由它导出的函数组

y1 = φ(x), y2 = φ′(x), · · · , yn = φ(n−1)(x)

是方程组（5.31）的解；反之，若函数组

y1 = φ1(x), y2 = φ2(x), · · · , yn = φn(x)

是方程组（5.31）的解，则其中的第一个函数y = φ1(x)是方程（5.30）的解。

同样，可以考虑多个未知函数的高阶微分方程组。例如，微分方程组
d2u
dx2 = F (x, u, dudx , v, w,

dw
dx ,

d2w
dx2 ),

dv
dx = G(x, u, dudx , v, w,

dw
dx ,

d2w
dx2 ), (5.32)

d3w
dx3 = H(x, u, dudx , v, w,

dw
dx ,

d2w
dx2 ),

其中未知函数u, v, w的最高微商的阶数分别为2, 1, 3。因此，微分方程组（5.32）的

阶数是n = 6。令 
y1 = u, y2 =

du
dx ,

y3 = v,

y4 = w, y5 =
dw
dx , y6 =

d2w
dx2 ,
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则方程组（5.32）等价于下面的6阶标准微分方程组（5.33）：

dy1
dx = y2,
dy2
dx = F (x, y1, · · · , y6),
dy3
dx = G(x, y1, · · · , y6),
dy4
dx = y5,
dy5
dx = y6,
dy6
dx = H(x, y1, · · · , y6).

微分方程组（5.31）和（5.33）的特点是未知函数的个数等于微分方程本身的

阶数。这类微分方程可以写成如下的标准形式：

dy1
dx = f1(x, y1, y2, · · · , yn),
dy2
dx = f2(x, y1, y2, · · · , yn),
· · · (5.34)
dyn
dx = fn(x, y1, y2, · · · , yn),

其中f1, f2, · · · , fn是变元(x, y1, y2, · · · , yn)在某个区域D内的连续函数。

以下我们将采用向量的记号，使得微分方程组（5.34）可以写成更简洁的形式。

为此，令n维的列向量

y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rn.

又令

fi(x,y) = fi(x, y1, y2, · · · , yn), i = 1, 2, · · · , n

f(x,y) = (f1(x,y), f2(x,y), · · · , fn(x,y))T ∈ Rn,

而且规定
dy

dx
= (

dy1
dx

,
dy2
dx

, · · · , dyn
dx

)T ,

则微分方程组（5.34）的向量形式为

dy

dx
= f(x,y),

其中f(x,y)是关于变元(x,y) ∈ D的一个n维向量值函数；也就是说，（5.35）的未知

函数y = y(x)在n维线性空间Rn中取值。为了确定微分方程（5.35）的解，还需附加

初值条件

y(x0) = y0, (5.36)

其中的初值点(x,y0) ∈ D ⊂ Rn+1。这样，我们就需要研究初值问题（5.35）+（5.36）。
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当n = 1时，在第三章中已经证明了这种初值问题解的存在性定理以及唯一性

定理（见Picard定理和Peano定理）。

当n > 1时，只需要在线性空间Rn中对向量引进适当的模，就可以用同样的方

法对上述初值问题证明相应的Picard定理和Peano定理。

为此，在Rn中任取y = (y1, y2, · · · , yn)，令|y|表示y的模（范数），它可以按不同

的方式来定义，例如：

（1）|y| =
√
y21 + y22 + · · ·+ y2n;

（2）|y| = |y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn|;

（3）|y| = max{|y1|, |y2|, · · · , |yn|}。

注意，上面的第一种定义是大家熟悉的欧式模。我们可以按上述三种定义中

的任何一种来理解n维向量的模，其实它们都是等价的（即由它们定义的开集分别

是等价的）。对于我们照搬Picard定理来证明解的存在性，定义（3）在应用上比较

方便。模的基本性质有下面三条：

1.对任何y ∈ Rn，|y| ≥ 0；而且|y| = 0当且仅当y = 0;

2.对任何y, z ∈ Rn, |y + z| ≤ |y|+ |z|；

3.对任意c ∈ R,y ∈ Rn, |cy ∈ Rn| = |c||y ∈ Rn|。

例如对于（3），

|y + z| = max
i

|yi + zi| ≤ |y|+ |z|.

在线性空间Rn中一旦引入模（范数）之后，Rn就叫作n维赋范线性空间。而在n维

赋范线性空间中用同样的方法可以建立大家熟知的微积分学和无穷级数一致收敛

的概念，并证明类似Ascoli引理。自然，对函数f(x,y)，可以定义在区域

R : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

上的连续性以及相应的李氏条件

|f(x,y)− f(x, z)| ≤ L|y − z|,

其中L ≥ 0是李氏常数。

这样，在Rn中我们已经建立了第三章中证明Picard定理和Peano定理时用过的

所有有关的概念，而且它们在形式上也是完全一样的。所以我们可以照搬那里的

方法来证明初值问题解的Picard定理和Peano定理

dy

dx
= f(x,y), y(x0) = y0.
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证明（Picard定理）：记

∥y∥ = max{|y1|, |y2|, · · · , |yn|}

取

M := ∥f(x,y)∥, (x,y) ∈ R

其中R = {|x− x0| ≤ a, ∥y − y∥ ≤ b}。令h = min{a, b
M }。

(1)初值问题等价于积分方程

ya(x) = ya0 +

∫ x

x0

fa(s, y1(s), · · · , yn(s))ds.

(2)考虑迭代函数列：

yak+1(x) = ya0 +

∫ x

x0

fa(x, y1k(s), · · · , ynk (s))ds, a = 1, 2, · · · , n; k ≥ 0,

其中y0(s) = y0。

注意到fa(x, y0(x))是I上的连续函数，所以

ya1(x) = ya0 +

∫ x

x0

fa(s, y(x0))ds, x ∈ I

在I上是连续可微的，而且满足不等式

|ya1(x)− ya0 | ≤ |
∫ x

x0

|fa(s, y0)|ds| ≤M |x− x0|.

因此在区间I = {|x− x0| ≤ h}上，|ya1(x)− ya0 | ≤Mh ≤ b。

当k = 1时，

ya2(x) = ya0 +

∫ x

x0

fa(s, y1(s))ds, x ∈ I

在I上是连续可微的，而且满足不等式

|ya2(x)− ya0 | ≤ |
∫ x

x0

|fa(s,y1(s))|ds| ≤M |x− x0|,

从而，∥y2(x)− y0| ≤Mh ≤ b，x ∈ I。

由此类推，用归纳法不难证明：Picard序列y = yak(x)在I上是连续可微的，而且

满足不等式

∥yk(x)− y0∥ ≤M |x− x0|, k = 0, 1, 2, · · ·
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（3）现在证明Picard序列y = yak(x)在区间I上一致收敛到积分方程组的解。

注意，序列yak(x)的收敛性等价于级数

∞∑
k=1

[yak+1(x)− yak(x)] (3.6)

的收敛性。下面证明级数（3.6）在I上是一致收敛的。为此，我们用归纳法证明不

等式

|yak+1(x)− yak(x)| ≤
M

L

(L|x− x0|)k+1

(k + 1)!
(3.7)

在I上成立（k = 0, 1, 2, · · ·）。首先：

|ya1(x)− ya0(x)| = |
∫ x

x0

fa(s, y0)ds| ≤M |x− x0|,

设f(x,y)满足Lipschitz条件

∥f(x, z)− f(x,w)| ≤ L∥z−w∥,

计算

|ya2(x)− ya1(x)| = |
∫ x

x0

[fa(s,y1(s))− fa(s,y0)]ds|

≤ |
∫ x

x0

L∥y1(s)− y0∥ds| ≤ML|
∫ x

x0

|s− x0|ds|

≤ ML
|x− x0|2

2
,

|ya3(x)− ya2(x)| = |
∫ x

x0

[fa(s,y2(s))− fa(s,y1(s))]ds|

≤ |
∫ x

x0

L∥y2(s)− y1(s)∥ds|

≤ ML2|
∫ x

x0

|s− x0|2

2
ds|

= ML2 |x− x0|3

6
.

假设k时（3.7）成立，接下来验证k + 1的情形。首先

∥yk+2(x)− yk+1(x)∥ = ∥
∫ x

x0

[f(s,yk+1(s))− f(s,yk(s))]ds|.
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再利用Lipschitz条件和归纳假设，我们得到

|yak+2(x)− yak+1(x)| ≤ |
∫ x

x0

L∥yk+1(s)− yk(s)∥dx|

≤ M |
∫ x

x0

(L|s− x0|)k+1

(k + 1)!
ds|

=
M

L

(L|x− x0|)k+2

(k + 2)!
.

由此可见，当k + 1时（3.7）也成立。因此，（3.7）得证。

显然，不等式（3.7）蕴含（3.6）在区间I上是一致收敛的。因此，Picard序

列ya = yak(x)是一致收敛的。则极限函数

φa(x) := lim
k→∞

yak(x), x ∈ I

在区间I上是连续的。然后，利用fa(x, y)的连续性以及Picard序列yak(x)的一致收敛

性，我们在（3.4）中令k → ∞就得到

φa(x) = ya0 +

∫ x

x0

fa(s, φ(s))ds, x ∈ I.

因此，ya = φa(x)在I上是积分方程（3.1）的一个解。

（4）最后证明唯一性：设积分方程（3.1）有两个解分别为ya = ua(x)和ya =

va(x)。令J = [x0 − d, x0 + d]为它们的共同存在区间，其中d为某一正数（d ≤ h）。则

由（3.1）得

ua(x)− va(x) =

∫ x

x0

[fa(s,u(s))− fa(s,v(s))]ds, x ∈ J.

再利用Lipschitz条件，

|ua(x)− va(x)| ≤ L|
∫ x

x0

∥u(s)− v(s)∥ds|. (3.8)

注意，在区间J上，∥u(s) − v(s)∥是连续有界的。因此可取它的一个上界K。则由

（3.8），

|ua(x)− va(x)| ≤ LK|x− x0|.

然后把它代入（3.8）的右端，我们推出

|ua(x)− va(x)| ≤ K
(L|x− x0|)2

2
.

如此递推，我们可用归纳法得到

|ua(x)− va(x)| ≤ K
(L|x− x0|)k

k!
, x ∈ J.
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然后，令k → ∞，则上面不等式的右端趋于零。因此，我们推出

ua(x) = va(x), x ∈ J.

这就是说，积分方程（3.1）的解是唯一的。 2

Peano定理的证明：

（1）先构造欧拉折线：将[x0 − h, x0 + h]等分为2n份，分点记作

xk = x0 + khn, hn = h/n, k = 0,±1, · · · ,±n.

从(x0,y0)开始作折线（如下只看右侧，即k ≥ 0），

yk = yk−1 + f(xk−1,yk−1)(xk − xk−1), 1 ≤ k ≤ n.

令欧拉折线γn的表达式为

y = φn(x), |x− x0| ≤ h. (3.11)

设有非负整数s使得

xs < x ≤ xs+1, 0 ≤ s ≤ n− 1.

由此不难推出欧拉折线的计算公式

φn(x) = y0 +

s−1∑
k=0

f(xk,yk)(xk+1 − xk) + f(xs,ys)(x− xs). (3.12)

（2）Ascoli引理

设在区间I上给定一个向量值函数序列

f1(x), f2(x), · · · , fn(x), · · · (3.14)

如果存在常数K > 0，使得不等式

∥fn(x)∥ ≤ K, x ∈ I

对一切n = 1, 2, · · ·都成立，则称函数序列（3.14）在区间I上是一致有界的。

如果对任意正数ϵ，存在正数δ = δ(ϵ)，使得只要x1, x2 ∈ I和|x1 − x2| < δ，就有

∥fn(x1)− fn(x2)∥ < ϵ, ∀n = 1, 2, · · ·

则称函数序列（3.14）在区间I上是等度连续（对n）的。
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Ascoli引理：设向量值函数序列（3.14）在有限闭区间I上是一致有界和等度连

续的，则可以选取它的一个子序列

fn1(x), fn2(x), · · · , fnk
(x), · · ·

使它在区间I上是一致收敛的。

引理：欧拉序列（3.11）在|x− x0| ≤ h上至少有一个一致收敛的子序列。

证明：由∥f∥ ≤M :

∥φn(x)− y0∥ ≤ b, |x− x0| ≤ h, n = 1, 2, · · ·

这就是说，欧拉序列（3.11）是一致有界的。

同样由∥f∥ ≤M :

∥φn(s)− φn(t)∥ ≤M |s− t|, n = 1, 2, · · ·

其中s, t是区间[x0 − h, x0 + h]内的任意两点。因此序列（3.11）也是等度连续的。

因此，由Ascoli引理直接完成了引理3.1的证明。 2

（3）与等价积分方程比较：

引理3.2. 欧拉折线y = φn(x)在区间|x− x0| ≤ h上满足关系式

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φn(x))dx+ δn(x), (3.16)

其中δn(x)趋于零，即

lim
n→∞

∥δn(x)∥ = 0, |x− x0| ≤ h. (3.17)

证明：这里是将欧拉折线与等价积分方程比较，但右侧与Picard迭代取为φn−1不

同。我们只考虑右侧的情形：x0 ≤ x ≤ x0 + h，设xs < x ≤ xs+1。对于左侧的情形

可作类似的讨论。

利用恒等式

f(xi,yi)(xi+1 − xi) ≡
∫ xi+1

xi

f(xi,yi)dx, i = 0, 1, · · · , s− 1

就可得到

f(xi,yi)(xi+1 − xi) =

∫ xi+1

xi

f(x, φn(x))dx+ dn(i),
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其中

dn(i) =

∫ xi+1

xi

[f(xi,yi)− f(x, φn(x))]dx, i = 0, 1, · · · , s− 1.

同样对于xs < x ≤ xs+1，可得

f(xs,ys)(x− xs) =

∫ x

xs

f(x, φn(x)) + d∗
n(x),

其中

d∗
n(x) =

∫ x

xs

[f(xs,ys)− f(x, φn(x))]dx.

因此，可把（3.12）写成如下形式：

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φn(x))dx+ δn(x),

其中

δn(x) =

s−1∑
i=0

dn(i) + d∗
n(i).

另一方面根据欧拉折线的构造，可知在区间x ∈ [xi, xi+1], ∀i ≥ 0上成立不等式

|x− xi| ≤
h

n
, ∥φn(x)− yi∥ ≤M |x− xi| ≤

Mh

n
.

因此，利用f(x,y)在紧集R′ = [x0 − h, x0 + h] × {∥y − y0∥ ≤ b}上一致连续，对任
给ϵ > 0，存在N = N(ϵ) > 0，使得n > N时

∥f(xi,yi)− f(x, φn(x))∥ <
ϵ

h
, xi ≤ x ≤ xi+1.

于是当n > N就有

∥dn(i)∥ ≤
∫ xi+1

xi

∥f(xi,yi)− f(x, φn(x))∥dx <
∫ xi+1

xi

ϵ

h
dx =

ϵ

n
.

同样，由于xs < x ≤ xs+1，当n > N我们有

∥d∗
n(x)∥ <

ϵ

n
.

由此推出只要n > N，

∥δn(x)∥ <
sϵ

n
+
ϵ

n
≤ ϵ.

这就证明了（3.17），引理3.2从而得证。 2

（4）现在，容易证明下述Peano存在性定理。
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Theorem 5.2.1. 定理3.3. 设向量值函数f(x,y)在矩形区域R内连续，则初值问题

(E) :
dy

dx
= f(x,y), y(x0) = y0

在区间|x− x0| ≤ h上存在解y = y(x)。

证明：利用引理3.1，我们可以选取欧拉折线序列（3.11）的一个子序列

φn1(x), φn2(x), · · · , φnk
(x), · · · ,

使它在区间|x− x0| ≤ h上一致收敛。则极限函数

φ(x) = lim
k→∞

φnk
(x)

在区间|x− x0| ≤ h上是连续的。

再利用引理3.2，由（3.16）可知

φnk
(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φnk
(x))dx+ δnk

(x);

令k → ∞，则由φnk
(x)的一致收敛性和（3.17），以及f(x, y)的连续性，我们推出

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φ(x))dx, |x− x0| ≤ h.

这就证明了y = φ(x)在区间|x− x0| ≤ h上是（E）的一个解。定理3.3从而得证。 2
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§5.3 解对初值和参数的连续依赖性

微分方程的解不仅决定于微分方程本身，而且也决定于解的初值。通常，微

分方程还包含某些参数。因此，我们需要考虑微分方程的解对初值和参数的依赖

性。

例如，线性单摆方程
d2x

dt2
+ a2x = 0

满足初值条件

x(t0) = x0, x′(t0) = v0

的解为

x = x0 cos a(t− t0) +
v0
a
sin a(t− t0).

显然，它对于初值t0, x0, v0和参数a是连续的，而且也是连续可微的。注意，参数a =√
g/l随重力加速度g和单摆长度l而定。由于初值x0, v0和常数g, l都是由测量得到的，

而任何测量都难免存在误差。所以上述解对x0, v0和常数a的连续性有明显的物理

意义：只要初值和参数的误差足够小，相应的单摆振动只有很小的偏差。

二体问题的解为

r =
p

1 + e cos(θ − θ0)
, (5.29)

其中常数

e =
C3

µ

√
C4 + (

µ

C3
)2 ≥ 0, p =

C2
3

µ
> 0.

当0 ≤ e < 1时，它是椭圆；当e = 1时，它是抛物线；当e > 1时，它是双曲线。

我们将讨论一般n阶微分方程组的初值问题

dy

dx
= f(x,y, λ), y(x0) = y0 (5.40)

的解y = φ(x;x0,y0;λ)关于初值(x0,y0)和λ的连续依赖性问题，这里λ = (λ1, · · · , λm) ∈
K ⊂ Rm。事实上，初值也可以合并为参数来看。为此，作变换

t = x− x0, u = y − y0,

其中t是新的自变量，而u = u(t)是未知函数。则初值问题（5.40）变成

du

dt
= f(t+ x0,u+ y0, λ), u(0) = 0. (5.41)
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注意，原来的初值(x0,y0)在（5.41）的微分方程中和λ一样以参数的形式出现，而

（5.41）的初值条件是固定不变的。因此，不失一般性，我们只讨论初值问题

(Eλ) :
dy

dx
= f(x,y, λ), y(0) = 0 (5.42)

的解y = φ(x, λ)对参量λ的依赖性，其中λ是m维的参数向量。

我们论证的思路是：先证明初值问题(Eλ)的Picard序列{φk(x, λ)}对参数λ的连

续性；再证明φk(x, λ)是一致收敛的，而且它的极限函数y = φ(x, λ)是(Eλ)的解，从

而也就证明了有关的解对参数λ的连续性。令

∥y∥ = max{|y1|, |y2|, · · · , |yn|}

Theorem 5.3.1. 定理5.1. 设n维向量值函数f(x,y, λ)在区域

G : |x| ≤ a, ∥y∥ ≤ b, ∥λ− λ0∥ ≤ c

上是连续的，而且对y满足Lipschitz条件

∥f(x,y1, λ)− f(x,y2, λ)∥ ≤ L∥y1 − y2∥,

其中常数L ≥ 0。令正数M为∥f(x,y, λ)∥在区域G的一个上界，而且令

h = min{a, b
M

}.

则初值问题(Eλ)存在唯一解，并且解y = φ(x, λ)在区域

D : |x| ≤ h, ∥λ− λ0∥ ≤ c

上是连续的。

证明：由于这证明与第三章中Picard定理的证明非常类似，我们只列出要点：

（1）初值问题(Eλ)等价于积分方程

y =

∫ x

0
f(x,y, λ)dx. (5.43)

即

ya(x) =

∫ x

0
fa(s,y(s), λ)ds, a = 1, · · · , n.

（2）由此可以作Picard序列

yk+1(x, λ) =

∫ x

0
f(x,yk(x, λ), λ)dx, k = 0, 1, 2, · · · (5.44)
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其中y0(x, λ) = y0 = 0和(x, λ) ∈ D。

（3）用归纳法证明yk(x, λ)对(x, λ) ∈ D是连续的。

注意到fa(x,y0(x), λ)是D上的连续函数，所以

ya1(x, λ) =

∫ x

0
fa(s, 0, λ)ds,

在D上是连续的，而且满足不等式

|ya1(x, λ)| ≤ |
∫ x

0
|fa(s, 0, λ)|ds| ≤M |x|.

因此在D上，|ya1(x, λ)| ≤Mh ≤ b。

当k = 1时，

ya2(x, λ) =

∫ x

0
fa(s,y1(s, λ), λ)ds,

在D上是连续的，而且满足不等式

|ya2(x, λ)| ≤ |
∫ x

0
|fa(s,y1(s, λ), λ)|ds| ≤M |x|,

从而，∥y2(x, λ)∥ ≤Mh ≤ b，(x, λ) ∈ D。

由此类推，用归纳法不难证明：Picard序列y = yak(x, λ)在D上是连续的，而且

满足不等式

∥yk(x, λ)∥ ≤M |x|, k = 0, 1, 2, · · ·

（4）用归纳法证明

∥yk+1(x, λ)− yk(x, λ)∥ ≤ M

L

(L|x|)k+1

(k + 1)!
,

它蕴含Picard序列yk(x, λ)对(x, λ) ∈ D是一致收敛的。首先：

|ya1(x, λ)| = |
∫ x

0
fa(s, 0, λ)ds| ≤M |x|,

因f(x,y, λ)满足Lipschitz条件

∥f(x, z, λ)− f(x,w, λ)| ≤ L∥z−w∥,

可计算

|ya2(x, λ)− ya1(x, λ)| = |
∫ x

0
[fa(s,y1(s, λ), λ)− fa(s, 0, λ)]ds|

≤ |
∫ x

0
L∥y1(s, λ)∥ds| ≤ML|

∫ x

0
|s|ds|

≤ ML
|x|2

2
,
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|ya3(x, λ)− ya2(x, λ)| = |
∫ x

0
[fa(s,y2(s, λ), λ)− fa(s,y1(s, λ), λ)]ds|

≤ |
∫ x

0
L∥y2(s)− y1(s)∥ds|

≤ ML2|
∫ x

0

|s|2

2
ds|

= ML2 |x|3

6
.

因此，Picard序列ya = yak(x, λ)在D上一致收敛。则极限函数

φa(x, λ) := lim
k→∞

yak(x, λ), (x, λ) ∈ D

在D上连续。利用fa(x,y, λ)的连续性以及Picard序列yak(x, λ)的一致收敛性，在

yk+1(x, λ) =

∫ x

0
f(x,yk(x, λ), λ)dx, k = 0, 1, 2, · · · (5.44)

中令k → ∞就得到
φ(x, λ) =

∫ x

0
f(s, φ(s, λ), λ)ds.

因此y = φ(x, λ)是(Eλ)的解。并且同样可证明是唯一解。定理5.1由此得证。 2

Corollary 5.3.2. 推论：设n维向量值函数f(x,y)在区域

R : |x− x0| ≤ a, ∥y − y0∥ ≤ b

上连续，而且对y满足李氏条件。则微分方程初值问题

dy

dx
= f(x,y), y(x0) = η

的解y = φ(x, η)在区域

Q : |x− x0| ≤
h

2
, |η − y0| ≤

b

2

上是连续的，其中

h = min(a,
b

M
),

而正数M为∥f(x,y)∥在区域R上的一个上界。

我们知道，解的存在性可以从局部延伸到大范围。同样，解对初值（或参数）

的连续性也有类似的如下结论。
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Theorem 5.3.3. 定理5.2. 设n维向量值函数f(x,y)在(x,y)空间内的某个开区域G上

是连续的，而且对y满足局部李氏条件。假设y = ξ(x)是微分方程

dy

dx
= f(x,y) (5.46)

的一个解，令它的存在区间为J。现在，在区间J内任取一个有界闭区间a ≤ x ≤ b，

则存在常数δ > 0，使得对任何初值(x0,y0)，

a ≤ x0 ≤ b, ∥y0 − ξ(x0)∥ ≤ δ,

柯西问题

(E) :
dy

dx
= f(x,y), y(x0) = y0

的解y = φ(x;x0,y0)也至少在区间a ≤ x ≤ b上存在，并且它在闭区间

Dδ : a ≤ x ≤ b, a ≤ x0 ≤ b, ∥y0 − ξ(x0)∥ ≤ δ

上是连续的。

证明：我们仍利用Picard序列逼近来证明这个定理。仅指出其中不同于局部情

形的地方，省略细节推导。

注意到积分曲线段

Γ = {(x,y)|y = ξ(x), a ≤ x ≤ b}

是G内的一个有界闭集。因此，利用有限覆盖定理可知，存在σ > 0，使得以Γ为中

心线的闭管状邻域

Σσ : a ≤ x ≤ b, ∥y − ξ(x)∥ ≤ σ

坐落在开区域G内；并且f(x,y)在Σσ内有整体李氏常数L。

设(x0,y0) ∈ Σσ。我们可以构造（E）的Picard序列：

φk+1(x;x0,y0) = y0 +

∫ x

x0

f(x, φk(x;x0,y0))dx, (5.47)

这里不同之处是我们选取（它是y = ξ(x)的平移）

φ0(x;x0,y0) = y0 + ξ(x)− ξ(x0). (5.48)

然后，要证明

∥φk(x;x0,y0)− ξ(x)∥ < σ (5.49)
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这保证所作Picard序列y = φk(x;x0,y0)都不超出区域Σσ；以及证明

∥φk+1(x;x0,y0)− φk(x;x0,y0)∥ ≤ (L|x− x0|)k+1

(k + 1)!
∥y0 − ξ(x0)∥, k = 0, 1, 2, · · ·

这保证Picard序列的一致收敛性。

为此，我们取正数

δ =
1

2
e−L(b−a)σ < σ (5.51)

则当(x;x0,y0) ∈ Dδ时，可以归纳地证明（5.49）和（5.50）成立。

事实上，当k = 0时，（5.49）从（5.48）直接得到。因为y = ξ(x)为（5.46）的解，

从而满足积分方程

ξ(x) = ξ(x0) +

∫ x

x0

f(x, ξ(x))dx.

因此，

∥φ1(x;x0,y0)− φ0(x;x0,y0)∥ = ∥
∫ x

x0

[f(x, φ0(x;x0,y0))− f(x, ξ(x))]dx∥

≤ |
∫ x

x0

L∥y0 − ξ(x0)∥dx| = L|x− x0|∥y0 − ξ(x0)∥,

即（5.50）对k = 0成立。

现在设（5.49）和（5.50）对k ≤ m− 1成立，则当k = m并且(x, x0,y0) ∈ Dδ时，

∥φm(x;x0,y0)− ξ(x)∥ = |
m∑
k=1

[φk(x;x0,y0)− φk−1(x;x0,y0)] + [φ0(x;x0,y0)− ξ(x)]|

≤
m∑
k=0

(L|x− x0|)k

k!
∥y0 − ξ(x0)∥ ≤ eL|x−x0|δ ≤ eL(b−a)δ < σ.

即（5.49）对k = m成立。对于（5.50），由归纳假设和Lipschitz条件得

∥φm+1(x;x0,y0)− φm(x;x0,y0)∥

= ∥
∫ x

x0

[f(x, φm(x;x0,y0))− f(x, φm−1(x;x0,y0))]dx∥

≤ |
∫ x

x0

L∥φm(x;x0,y0)− φm−1(x;x0,y0)∥dx|

≤ |
∫ x

x0

L
(L|x− x0|)m

m!
∥y0 − ξ(x0)∥dx| =

(L|x− x0|)m+1

(m+ 1)!
∥y0 − ξ(x0)∥.

即（5.50）对k = m成立。由（5.50），φk(x;x0,y0)在Dδ上一致收敛，从而它的极限函

数φ(x;x0,y0)为（E）的解。 2

作业：5-3：2



98 第五章 高阶微分方程

§5.4 解对初值和参数的连续可微性

本节将讨论微分方程的解对初值和参数的连续可微性。如上节一样，不失一

般性，我们只考虑微分方程

dy

dx
= f(x,y, λ) (5.52)

满足初值条件

y(0) = 0

的解y = φ(x, λ)对参数λ的连续可微性。

Theorem 5.4.1. 定理5.3. 设f(x,y, λ)在区域

G : |x| ≤ a, ∥y∥ ≤ b, ∥λ− λ0∥ ≤ c

上连续，而且对y, λ有连续的偏微商。则微分方程（5.52）满足初值条件y(0) = 0的

解y = φ(x, λ)在区域

D : |x| ≤ h, ∥λ− λ0∥ ≤ c

上是连续可微的，其中正数h的定义同上节定理5.1.



第六章 线性微分方程组

在数学的一些实际应用中有许多涉及到非线性微分方程的问题。通常对它们

采用线性化的方法简化为线性微分方程的问题，这样往往可以获得比较简捷的解

答（如上一章单摆的例子）。本章的主题是线性微分方程组的一般理论和一些解

法。它们是微分方程实际应用的工具，而且也是理论分析的基础。

我们首先在6.1节介绍线性微分方程组的一般理论，再在6.2节讨论常系数线

性微分方程组的初等解法，并在6.3节把上两节的结论应用到线性的高阶微分方程

式。

§6.1 一般理论

考虑标准形式的n阶线性微分方程组

dyi

dx
=

n∑
j=1

aij(x)y
j + fi(x), i = 1, 2, · · · , n,

其中系数函数aij(x)和fi(x)在区间a < x < b上都是连续的。在上一章5.2节我们已指

出，只要采用矩阵和向量的记号，就可以把上面的线性微分方程组写成向量的形

式
dy

dx
= A(x)y(x) + f(x). (6.1)

当f(x)不恒为零时，称（6.1）为非齐次的线性微分方程组；当f(x) ≡ 0时，即

dy

dx
= A(x)y, (6.2)

称它是（相应）齐次的线性微分方程组。n阶线性微分方程组与一阶线性微分方程

不仅在形式上相似，而且在理论上相似。

下面的定理是本章的理论基础。

Theorem 6.1.1. 存在和唯一性定理 线性微分方程组（6.1）满足初值条件

y(x0) = y0, (6.3)

的解y = y(x)在区间a < x < b上是存在和唯一的，其中初值x0 ∈ (a, b)和y0 ∈ Rn是

任意给定的。

证明：由A(x)的连续性可知，在x的任意有限闭区间上，函数A(x)y对y满足李

氏条件，因此由第三章定理3.1（Picard定理），有局部存在唯一性。根据定理3.5，如

果方程右端关于y至多线性增长，类似证明解可以延拓到区间(a, b)。

99
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§6.1.1 齐次线性微分方程组

Lemma 6.1.2. 引理6.1. 设y = y1(x)和y = y2(x)是齐次线性微分方程组（6.2）的

解，则它们的线性组合

y = C1y1(x) + C2y2(x) (6.4)

也是方程组（6.2）的解，其中C1, C2是（实的）任意常数。

证明：将（6.4）代入（6.2），仍满足方程。 2

以下令齐次线性微分方程组（6.2）在区间(a, b)上所有的解组成的集合为S。

则由引理6.1可知：集合S是一个线性空间。所以我们可以用线性代数的语言来描

述S的结构。

Lemma 6.1.3. 引理6.2. 线性空间S是n维的（这里n是微分方程组（6.2）的阶数）。

证明：注意，解构成的线性空间S的维数与A的秩无关。例如即使A ≡ 0，解空

间y = (c1, · · · , cn)T仍然是n维的。

令x0 ∈ (a, b)是固定的。则由上面的存在和唯一性定理推出，对于任何常数向

量y0 ∈ Rn，在S 中存在唯一的元素y(x)，使得y(x0) = y0。这样一来，我们就得到

一个映射

H : y0 7→ y(x); Rn → S. (6.5)

对于任意y0
1,y

0
2 ∈ Rn，令

y1(x) = H(y0
1), y2(x) = H(y0

2).

由引理6.1，

H(C1y
0
1 + C2y

0
2) = C1H(y0

1) + C2H(y0
2),

即映射H是一个线性映射。

显然，H是单射（不同的初值显然对应不同的解）。H也是满射：对于任何y(x) ∈
S，我们有

y(x0) ∈ Rn, H(y(x0)) = y(x).

所以映射H是满的。

因此H是从Rn到S的线性同构，所以S的维数等于Rn的维数n，它就是微分方

程组（6.2）的阶数。 2
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任给m个向量值函数yk(x), k = 1, 2, · · · ,m，称它们线性无关指的是

C1y1(x) + · · ·+ Cmym(x) = 0,

蕴含C1 = · · · = Cm = 0。

令y0
k ∈ Rn和yk(x) = H(y0

k)，k = 1, 2, · · · ,m。则{y0
1, · · · ,y0

m}在Rn中线性无关

等价于{y1(x), · · · ,ym(x)}在S中线性无关（因为{y0
k}线性无关则显然{yk(x)}线性无

关，{y0
k}线性相关则{yk(x)}线性相关）。

现在，我们来证本节的主要结论。

Theorem 6.1.4. 定理6.1. 齐次线性微分方程组（6.2）在区间a < x < b上有n个线

性无关的解

φ1(x), · · · , φn(x), (6.6)

而且它的通解为

y = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x), (6.7)

其中C1, · · · , Cn是任意常数。

证明：利用引理6.2，我们可以得到S的一个基，不妨把它记作（6.6）。因此，

它的线性组合生成整个线性空间S。这就是说，（6.7）式表示齐次线性微分方程组

（6.2）的通解。 2

通常称齐次线性微分方程组（6.2）的n个线性无关的解为一个基本解组。因

此，求（6.2）的通解只需要求它的一个基本解组。

假设已知

y1(x), · · · ,yn(x) (6.8)

是微分方程组（6.2）的n个解（一个解组）。则问题归于判别它们是否线性无关。事

实上，取任意x0 ∈ (a, b)作为初值点，则解的线性无关性等价于{yk(x0)}nk=1是否线

性无关。

设在（6.8）中诸解的分量形式为

y1(x) = (yk1 (x))
T , · · · , yn(x) = (ykn(x))

T ,

定义解组（6.8）的朗斯基（Wronsky）行列式为

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(x) y12(x) · · · y1n(x)

y21(x) y22(x) · · · y2n(x)
...

...
...

yn1 (x) yn2 (x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Lemma 6.1.5. 引理6.3. 上述朗斯基行列式满足下面的刘维尔公式

W (x) =W (x0)e
∫ x
x0

tr[A(x)]dx
, a < x < b. (6.9)

证明：行列式对x求导等于分别对某一行求导后的行列式相加，并利用

dyik
dx

=
n∑

j=1

aij(x)y
j
k(x),

可得
dW

dx
=

n∑
i=1

aii(x)W (x) = tr[A(x)]W (x).

这是关于W的一阶线性微分方程，由此解出W，即得（6.9）。

或者考虑

d

ds
|s=0Y (s) = AY, Y (s) = esAY, det(esAY ) = estr(A) det(Y )

2

【附注1】由刘维尔公式（6.9）可见，解组（6.8）的朗斯基行列式W (x)在区

间a < x < b 上只有两种可能：恒等于零，或恒不等于零。下面的定理说明，这两

种可能分别对应解组（6.8）的线性相关性和线性无关性。

Theorem 6.1.6. 定理6.2. 线性微分方程组（6.2）的解组（6.8）是线性无关的充要

条件为（任一x或所有x）

W (x) ̸= 0, a < x < b. (6.10)

证明：由刘维尔公式可知，（6.10）等价于W (x0) ̸= 0，它又等价于初值向量组

y1(x0), · · · ,yn(x0) (6.11)

在Rn中是线性无关的，等价于解组（6.8）在S中是线性无关的。 2

Corollary 6.1.7. 推论6.1. 解组（6.8）是线性相关的充要条件为

W (x) ≡ 0, a < x < b.

由刘维尔公式可知，朗斯基行列式W (x) ≡ 0等价于在某一特殊点x0的W (x0) =

0。因此，在应用中我们只需计算W (x0)是否等于零，就可得知解组（6.8）是否线性

无关。
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n阶微分方程组的n个解，即解组{yj , j = 1, · · · , n}可构成一个解矩阵

Y(x) = (yij(x))n×n.

容易知

dY(x)

dx
= (

dyij(x)

dx
)n×n = (

n∑
k=1

aik(x)y
k
j (x))n×n = (aik(x))n×n(y

k
j (x))n×n = A(x)Y(x).

方程组（6.2）的解组与上式的矩阵解一一对应。

当解组（6.8）是一个基本解组时，称相应的解矩阵Y(x)为一个基解矩阵。若

已知方程组（6.2）的一个基解矩阵Φ(x)，则由定理6.1可知，它的通解为

y = Φ(x)c, (6.15)

其中c是n维的任意常数列向量。

Corollary 6.1.8. 推论6.2.（1）设Φ(x)是方程组（6.2）的一个基解矩阵，则对于任

一个非奇异的n阶常数矩阵C，矩阵

Ψ(x) = Φ(x)C, (6.16)

也是（6.2）的一个基解矩阵；

（2）设Φ(x)和Ψ(x)都是方程组（6.2）的基解矩阵，则必存在一个非奇异的n阶

常数矩阵C使得（6.16）成立。

§6.1.2 非齐次线性微分方程组

现在，我们可以利用上面6.1.1节的结果来推导非齐次n阶线性微分方程组（6.1）

的通解结构。

Lemma 6.1.9. 引理6.4. 如果Φ(x)是与（6.1）相应的齐次线性微分方程组（6.2）的

一个基解矩阵，φ∗(x)是（6.1）的一个特解，则（6.1）的任一解y = φ(x)可以表示成

φ(x) = Φ(x)c+ φ∗(x),

其中c是一个与φ(x)有关的常数列向量。

证明：容易验证φ(x)−φ∗(x)是（6.2）的一个解。因此，由（6.15）可知，存在常

数列向量c 使得

φ(x)− φ∗(x) = Φ(x)c.
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2

引理6.4说明，为了得出（6.1）的通解，需要知道（6.2）的一个基解矩阵Φ(x)和

（6.1）的一个特解φ∗(x)。而且，利用下述常数变易法，我们只要知道Φ(x)就够了。

假定（6.1）有如下形式的特解：

φ∗(x) = Φ(x)c(x), (6.17)

其中c(x)是待定的向量值函数。把（6.17）代入方程（6.1）得到

Φ′(x)c(x) + Φ(x)c′(x) = A(x)Φ(x)c(x) + f(x). (6.18)

另一方面，由于Φ(x)是（6.2）的解矩阵，即Φ′(x) = A(x)Φ(x)，因此由（6.18）消去

相应的项得到

Φ(x)c′(x) = f(x). (6.19)

又由于Φ(x)是（6.2）的基解矩阵，所以它所对应的朗斯基行列式det[Φ(x)] ̸= 0, a <

x < b。这蕴含Φ(x)是可逆矩阵。因此，可由（6.19）推出

c′(x) = Φ−1f(x),

从而

c(x) =

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds.

把上式代回（6.17）式，就得到非齐次线性微分方程组的一个特解

φ∗(x) = Φ(x)

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds. (6.20)

这样我们就得到：

Lemma 6.1.10. 引理6.5. 设Φ(x)是（6.2）的一个基解矩阵，则（6.20）式给出非齐

次线性微分方程组（6.1）的一个特解。 2

结合引理6.4和引理6.5，我们就有下面的结论。

Theorem 6.1.11. 定理6.3. 设Φ(x)是（6.2）的一个基解矩阵，则非齐次线性方程组

（6.1）在区间a < x < b上的通解可以表示为

y = Φ(x)(c+

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds), (6.21)

其中c为n维的任意常数列向量；而且（6.1）满足初值条件y(x0) = y0的解为

y = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +Φ(x)

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds, x0 ∈ (a, b). (6.22)
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【附注2】我们利用上面的常数变易法得到公式（6.21）和（6.22）。它们依赖于

方程组（6.2）的一个基解矩阵Φ(x)。一般而言，我们无法求出Φ(x)的有限形式。也

就是说，（6.21）和（6.22）所提供的仅是一种结构性的公式。尽管如此，它们在微

分方程以及相关的数学分支中（特别在一些理论问题的研究中）仍是常用的重要

公式。在某些特殊情形下，针对矩阵A(x)的特点，可以求出（6.2）的一个基解矩阵

的有限形式。

【例1（4）】：求齐次线性微分方程组的通解：

dy

dt
=


0 0 1

0 1 0

1 0 0

y

解：由dy2

dt = y2得

y2 = c1e
t,

由dy1

dt = y3, dy
3

dt = y1得
d2y1

dt2
= y1,

d2y3

dt2
= y3

y1 = c2e
t + c3e

−t, y3 = c2e
t − c3e

−t.

即 
y1

y2

y3

 =


et 0 e−t

0 et 0

et 0 −e−t




c2

c1

c3


作业：6-1：1（2，3），2（1），5，6
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§6.2 常系数线性微分方程组

我们在上一节指出，常微分方程组dy
dx = A(x)y + f(x)的求解关键在求相应齐

次方程的基解矩阵（线性无关的n个解作为列向量构成的矩阵）。但由于基解矩

阵Φ(x)只是理论上的存在性，所以公式（6.21）和（6.22）并没有完全解决微分方程

组（6.1）的求解问题。本节把讨论的范围限于常系数的情形（欧拉、伯努利儿子：

弹性问题出现4阶常微分常系数方程K4 d4y
dx4 = y），则我们可以利用矩阵的指数函数

解决相应的求解问题。

所谓常系数线性微分方程组，指的是线性微分方程组

dy

dx
= Ay + f(x) (6.24)

中的系数矩阵A为n阶常数矩阵，而f(x)是在a < x < b上连续的向量函数。我们已

经知道，求解线性微分方程组（6.24）的关键是求出相应齐次线性微分方程组

dy

dx
= Ay (6.25)

的一个基解矩阵。当n = 1时，矩阵A就是一个实数a，这时方程（6.25）成为

dy

dx
= ay, (6.26)

它的通解为y = Ceax，其中C为任意常数。换句话说，eax是方程（6.26）的一个（一

阶的）基解矩阵。

类似的，当A = diag(a1, · · · , an)时，通解为

y = (c1e
a1x, · · · , cneanx)T = diag(ea1x, · · · , eanx)c.

如果r = (r1, · · · , rn)使得rA = λr，则

d

dt
(ry) = rAy = λry,

由此会对求解微分方程有所帮助。

例：求解

dy

dx
= Ay =

(
0 −1

1 0

)
y.

解：
d

dx
(y1 − iy2) = −i(y1 − iy2),

d

dx
(y1 + iy2) = i(y1 + iy2),
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从而求解出（A = i）

y =

(
cosx − sinx

sinx cosx

)
c = eix(c1 + ic2).

可见求常系数线性微分方程组（6.25）的基解矩阵与矩阵A的特征值（拉格朗

日）和向量有很大关联，事实上得到的基解矩阵都是exA。

§6.2.1 矩阵指数函数的定义和性质

令M表示由所有n阶（复常数）矩阵构成的集合，构成一个（复）线性空间。

对M中的任何元素
A = (aij)n×n,

定义它的模为

∥A∥ =
n∑

i,j=1

|aij |.

则我们容易证明：

（1）∥A∥ ≥ 0；而且∥A∥ = 0当且仅当A = 0（零矩阵）。

（2）对任意A,B ∈ M，有不等式（三角不等式）

∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥.

（3）∥λA∥ = |λ|∥A∥, λ ∈ C。

在M定义了模∥ · ∥，就可以仿照实数域中的数学分析来定义矩阵无穷级数、柯
西矩阵序列、及其收敛性的概念。而且容易证明，在M中任何柯西序列都是收敛
的，即线性空间M是完备的。

另外，在M中还特别有乘法运算，即对于任意A,B ∈ M，有AB ∈ M。而且，

（4）∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥。

利用上面性质，我们有

∥Ak∥ ≤ ∥A∥k, k ≥ 1.

通常令A0 = E。上面的不等式对k = 0不能成立。由上述不等式不难证明矩阵A的

幂级数绝对收敛

E +A+
1

2!
A2 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · ·
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现以记号eA或expA表示上述矩阵幂级数的和，并称它为矩阵A的指数函数，即

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
∈ M.

现在，我们考察一般矩阵指数函数的性质。

命题2. 矩阵指数函数有下面的性质：

（1）若矩阵A,B是可交换的（即AB = BA），则

eA+B = eAeB;

因 (A+B)n

n! =
∑n

k=0
AkBn−k

k!(n−k)!。

（2）对任何矩阵A，指数函数eA是可逆的，且

(eA)−1 = e−A;

（3）若P是一个非奇异的n阶矩阵，则

ePAP−1
= PeAP−1.

例：A = diag(a1, · · · , an), ai ∈ C，求exA。

解：

exA = E + diag(xa1, · · · , xan) +
1

2!
diag((xa1)

2, · · · , (xan)2) + · · ·

= diag(ea1x, · · · , eanx).

例：设J为形如一个若当块的k阶矩阵：J = λE +Z（其中λ ∈ C，Z只有对角线
上方的斜线上元素为1，其余元素为零），求exJ。

解：

exJ = exλE+xZ = exλEexZ = eλxexZ ,

exZ也容易由定义式表示出来，其级数只有n项非零。

§6.2.2 常系数齐次线性微分方程组的基解矩阵

现在，我们可以利用矩阵指数函数求得常系数齐次线性微分方程组的基解矩

阵，从而得到它的通解。



§6.2 常系数线性微分方程组 109

Theorem 6.2.1. 定理6.4. 矩阵指数函数Φ(x) = exA是常系数齐次线性微分方程组

（6.25）的一个标准基解矩阵（即基解矩阵Φ(x)满足Φ(0) = E）。

证明：在自变量x的任意有限区间上，矩阵指数函数

Φ(x) = exA = E + xA+
x2

2!
A2 + · · ·+ xk

k!
Ak + · · ·

是一致收敛的，可以逐项微分得到

dΦ(x)

dx
=

d

dx
exA = A+ xA2 +

x2

2!
A3 + · · ·+ xk−1

(k − 1)!
Ak + · · ·

= A(E + xA+
x2

2!
A2 + · · ·+ xk

k!
Ak + · · · )

= AexA = AΦ(x).

这说明Φ(x)是（6.25）的一个解矩阵。

另一方面，由于Φ(0) = E，所以det[Φ(0)] = 1。这就证明了Φ(x)是（6.25）的一

个标准基解矩阵。 2

但对于变系数齐次线性常微分方程组，

e
∫ x
x0

A(s)ds
:= eB(x), bij(x) =

∫ x

x0

aij(s)ds,

一般不是一个基解矩阵（因为A,B一般不可交换）：

d

dx
eB(x) ̸= A(x)eB(x).

拉格朗日利用伴随方程的特解可得到降阶法求解高阶变系数非齐次线性方程和方

程组。并利用常数变易法求解特解。

定理6.3. 设Φ(x)是（6.2）的一个基解矩阵，则非齐次线性方程组（6.1）在区

间a < x < b上的通解可以表示为

y = Φ(x)(c+

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds), (6.21)

其中c为n维的任意常数列向量；而且（6.1）满足初值条件y(x0) = y0的解为

y = Φ(x)Φ−1(x0)y0 +Φ(x)

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds, x0 ∈ (a, b). (6.22)

把定理6.4应用到定理6.3，并注意到命题2中的结论（1）和（2），则立即可得
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Corollary 6.2.2. 推论6.3. 常系数非齐次线性微分方程组（6.24）在区间(a, b)上的

通解为

y = exAc+

∫ x

x0

e(x−s)Af(s)ds, (6.27),

其中c为任意一个常数列向量；而（6.24）满足初值条件y(x0) = y0的解为

y = e(x−x0)Ay0 +

∫ x

x0

e(x−s)Af(s)ds, x0 ∈ (a, b). (6.28)

§6.2.3 利用若尔当标准型求基解矩阵

现在，我们要进一步解决的问题是，求解这种用矩阵无穷级数定义的指数函

数exA。对任意n阶矩阵A，存在n阶非奇异矩阵P，使得

A = PJP−1,

其中J = diag(J1, · · · , Jm)，其中Ji = λiE+Zi为一个ni阶的若当块，n1+· · ·+nm = n。

因此

exA = exPJP−1
= PexJP−1 = Pdiag(exJ1 , · · · , exJm)P−1.

另外，

exAP = PexJ = Pdiag(exJ1 , · · · , exJm) := B + iC (6.35)

也是一个基解矩阵（ d
dx [e

xAP ] = AexAP，exAP是复矩阵。但左乘P−1不再是基解矩

阵），可以简化计算，但过渡矩阵P，若当标准型J 的计算量仍然很大。所以有必

要寻找比较简便的替代方法。

§6.2.4 待定指数函数法（欧拉）

现在我们可以把上面由理论分析所得的公式（6.35）应用于下面的待定系数

法，以便确定方程组dy
dx = Ay相应的基解矩阵。

由于矩阵A的若当标准型依赖于它的特征根的重数，我们将区分两种不同的

情形：

（一）A只有单的特征值

设A的特征值λ1, · · · , λn均为单特征值，因此互不相同。则A的若当标准型J 就

是一个对角矩阵（复矩阵），因此得到基解矩阵

Φ(x) = exAP = Pdiag(eλ1x, · · · , eλnx).
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并且由Φ(0) = P，可得到实的标准基解矩阵

exA = Φ(x)Φ−1(0). (6.36)

因此，问题归于如何确定矩阵P。令ri表示P的第i列的向量，则基解矩阵

Φ(x) = (eλ1xr1, · · · , eλnxrn).

它告诉我们dy
dx = Ay有如下形式的解（其实部和虚部也都是解）：

eλixri.

Lemma 6.2.3. 引理6.6. 微分方程dy
dx = Ay有非零解y = eλxr，当且仅当λ是矩

阵A的特征值，而r是相应于λ的特征向量。

证明：y = eλxr为微分方程的解当且仅当

λeλxr = Aeλxr

即等价于求特征值与相应的特征向量

(A− λE)r = 0.

2

Theorem 6.2.4. 定理6.5. 设A有n个互不相同的特征值λ1, · · · , λn以及相应的特征
向量r1, · · · , rn，则

Φ(x) = (eλ1xr1, · · · , eλnxrn)

是dy
dx = Ay的一个基解矩阵。

证明：由引理6.6，Φ(x)是方程的解矩阵。另一方面，对应于不同特征值的特征

向量组是线性无关的，所以

detΦ(0) = det[r1, · · · , rn] ̸= 0.

从而Φ(x)是一个基解矩阵。

为了得到所需的实基解矩阵，可以利用（6.36）得到实的标准基解矩阵exA =

Φ(x)Φ(0)−1。因为右乘非奇异矩阵仍然是基解矩阵，并且由下式及它在x = 0是单

位矩阵可知它是实矩阵（利用方程组解的唯一性）

d

dx
[Φ(x)Φ(0)−1] = A(x)[Φ(x)Φ(0)−1].
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或者，将Φ(x)分解为Φ(x) = B(x) + iC(x)，则其实部与虚部都是解矩阵，它们

的列向量都是解，并且联合组成的矩阵(B(x), C(x))的秩为n。因此可以选取n个线

性无关的解构成一个基解矩阵。 2

例；求解微分方程组

dy

dx
=

(
1 1

−1 1

)
y

解：det(λE −A) = λ2 − 2λ+ 2，因此特征值为

λ1 = 1 + i, λ2 = 1− i.

相应特征向量可取为

r1 = (1, i)T , r2 = (1,−i)T .

因此得到解矩阵

Φ(x) = (eλ1xr1, e
λ2xr2) =

(
e(1+i)x e(1−i)x

ie(1+i)x −ie(1−i)x

)
= ex

(
eix e−ix

ieix −ie−ix

)
.

因此，可得标准基解矩阵

exA = Φ(x)Φ−1(0) = ex

(
eix e−ix

ieix −ie−ix

)
1

2

(
1 −i
1 i

)
= ex

(
cosx sinx

− sinx cosx

)
.

因此得到通解

y = C1e
x(cosx,− sinx)T + C2e

x(sinx, cosx)T .

或者由下面分解（事实上eλ1xr1已经足够）选出基本解组

Φ(x) = ex

(
cosx cosx

− sinx − sinx

)
+ iex

(
sinx − sinx

cosx − cosx

)

作业：6-2：1（1，2，4），2（2），3（2），4
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（二）A有相重的特征值

假设矩阵A的互不相同的特征值为λ1, · · · , λs，相应的重数分别为正整数n1, · · · , n2(n1+
· · ·+ ns = n)。在A的若当标准型J中，与λi相对应的若当块可能不止一个，这些若

当块的阶数之和为ni，记其中一块为Jp = λiEp + Zp（阶为p）。我们可以把基解矩

阵的某一列表示出

exAP = PexJ = Pdiag(ex(λiEp+Zp)) = (p1, · · · ,pn)diag(e
λixexZp)

= diag(eλix(r0 + xr1 +
1

2!
x2r2 + · · ·+ 1

(p− 1)!
xp−1rp−1)),

其中这里r0, · · · , rp−1取的是相应的倒序的pl−1, · · · ,pl−p。所以我们已经知道如上形

式的列向量一定可以构成一个基解矩阵。接下来，对一般情形我们待定一个复数

值的解，形如

eλix(r0 + xr1 +
1

2!
x2r2 + · · ·+ 1

(ni − 1)!
xni−1rni−1), (6.39)

主要问题是如何确定r0, r1 · · · , rni−1。

Lemma 6.2.5. 引理6.7. 设λi是矩阵A的ni重特征值，则齐次方程有形如（6.39）的

非零解的充要条件是：r0是齐次线性代数方程组

(A− λiE)nir = 0 (6.40)

的一个非零解，而且（6.39）中的r1, · · · , rni−1由下面关系式逐次确定：

rk = (A− λiE)rk−1, k = 1, · · · , ni − 1. (6.41)

证明：（6.39）为dy
dx = Ay的解当且仅当

dy

dx
= λie

λix(r0 + xr1 +
1

2!
x2r2 + · · ·+ 1

(ni − 1)!
xni−1rni−1)

+eλix(r1 + xr2 + · · ·+ 1

(ni − 2)!
xni−2rni−1)

= Aeλix(r0 + xr1 +
1

2!
x2r2 + · · ·+ 1

(ni − 1)!
xni−1rni−1),

即

(A− λiE)(r0 + xr1 +
1

2!
x2r2 + · · ·+ 1

(ni − 1)!
xni−1rni−1)

= r1 + xr2 + · · ·+ 1

(ni − 2)!
xni−2rni−1.
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当且仅当

(A− λiE)rj = rj+1, j = 0, 1, · · · , ni − 2; (A− λiE)rni−1 = 0,

即

rj+1 = (A− λiE)j+1r0, j = 0, 1, · · · , ni − 2; (A− λiE)nir0 = 0.

又（6.39）非零当且仅当r0非零。引理得证。注意，在r0, r1, · · · , rni−1 中可能出现后

面若干个为零，其实x的最高幂次等于λi的若当子块的最高阶数减1。 2

Lemma 6.2.6. 命题4. 设矩阵A的互不相同的特征值为λ1, · · · , λs，它们的重数分
别是n1, · · · , ns(n1 + · · ·+ ns = n)。记n维常数列向量所组成的（复）线性空间为V，

则

（1）V的子集合

Vi = {r ∈ V |(A− λiE)nir = 0}

是矩阵A的ni维不变子空间。

（2）V有直和分解V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs。

Theorem 6.2.7. 定理6.6. 设n阶实值矩阵A有互不相同的特征值为λ1, · · · , λs，它
们的重数分别是n1, · · · , ns(n1 + · · · + ns = n)。则常系数齐次线性微分方程组有基

解矩阵

(eλ1xP
(1)
1 (x), · · · , eλ1xP (1)

n1
(x); · · · ; eλsxP

(s)
1 (x), · · · , eλsxP (s)

ns
(x)), (6.42)

其中（i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , ni）

P
(i)
j (x) = r

(i)
j0 + xr

(i)
j1 +

x2

2!
r
(i)
j2 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
r
(i)
jni−1, (6.43)

r
(i)
10 , · · · , r

(i)
ni0
是(A − λiE)nir = 0的ni个线性无关解，且r

(i)
jk = (A − λiE)kr

(i)
j0 (i =

1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · , ni; k = 1, 2, · · · , ni − 1)。

此外，当所得出的Φ(x)是复值时，可从Φ(x)中提取实值基解矩阵。

证明：由引理6.7可知，在（6.42）中矩阵Φ(x)的每一列都是（6.25）的解。因此，

我们只需证明Φ(x)的各列线性无关即可。从（6.42）和（6.43）不难看出

Φ(0) = (r
(1)
10 , · · · , r

(1)
n10

; · · · ; r(s)10 , · · · , r
(s)
ns0

). (6.44)

由命题4的（1）可知，我们可以适当选取{r(i)j0 }，使得相应于同一个λi的r
(i)
10 , · · · , r

(i)
ni0
是

线性无关的；再由命题4的（2）可见，矩阵Φ(0)中的各列构成了n维线性空间V的一

组基，从而detΦ(0) ̸= 0。因此，Φ(x)是方程（6.25）的一个基解矩阵。 2
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所以待定指数函数法求解齐次线性微分方程组的基解矩阵（通解）有如下步

骤（包括只有单特征值和多重特征值情形）：

（1）确定特征值及其重数：n1 + · · ·+ ns = n；

（2）确定(A− λiE)nir = 0的ni个线性无关的向量r
(i)
10 , · · · , r

(i)
ni0
；

（3）对每一个r
(i)
j0 (j = 1, · · · , ni)，求r

(i)
jk := (A− λiE)kr

(i)
j0 , k = 1, · · · , ni − 1。

（4）得到解

eλixP
(i)
j (x) = eλix(r

(i)
j0 +xr

(i)
j1 +

x2

2!
r
(i)
j2 + · · ·+ xni−1

(ni − 1)!
r
(i)
jni−1), j = 1, 2, · · · , ni. (6.43)

（5）选取实基解矩阵。

求解过程中r
(i)
10 , · · · , r

(i)
ni0
的选取具有自由度。

例：求解

dy

dx
= Ay =


2 2 0

0 −1 1

0 0 2

y.

解：λ1 = −1, n1 = 1;λ2 = 2, n2 = 2。λ1 = −1有特征值r
(1)
10 = (2,−3, 0)T，对应的解为

e−x(2,−3, 0)T .

可计算得

A− 2E =


0 2 2

0 −3 1

0 0 0

 , (A− 2E)2 =


0 −6 2

0 9 −3

0 0 0


因此可选取(A− 2E)2r = 0的两个线性无关解

r
(2)
10 = (1, 0, 0)T , r

(2)
20 = (0, 1, 3)T ,

从而

r
(2)
11 = (0, 0, 0)T ; r

(2)
21 = (2, 0, 0)T , r

(2)
22 = (0, 0, 0)T

从而对应的解分别为

e2x(1, 0, 0)T ,

和

e2x[(0, 1, 3)T + (2, 0, 0)Tx].

作业：6-2：1（3），2（3，5），3（3），5



116 第六章 线性微分方程组

§6.3 高阶线性微分方程式

考虑仅含一个未知函数y = y(x)的n阶线性微分方程

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x), (6.46)

其中a1(x), · · · , an(x)和f(x)都是区间a < x < b上的连续函数。当f(x)不恒为零时，

称（6.46）为非齐次线性微分方程；与它相应的齐次线性微分方程是

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0. (6.47)

如上一章5.2节所指出的，如果引进新的未知函数

y1 = y, y2 = y′, · · · , yn = y(n−1), (6.48)

则方程（6.46）等价于下面的线性微分方程组：

dy

dx
= A(x)y + f(x), (6.49)

其中

y = (y1, y2, · · · , yn−1, yn)
T , f(x) = (0, 0, · · · , 0, f(x))T

A(x) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 · · · 0 1

−an(x) −an−1(x) −an−2(x) · · · −a1(x)


而齐次线性微分方程（6.47）也相应地转换成

dy

dx
= A(x)y. (6.50)

这样一来，本章前两节的结果都可以应用到方程组（6.50）和（6.49）上来。而且，

利用这时A(x)和f(x)的特殊形式，我们能够获得某些进一步的结果。然后，在有关

的向量公式中，只要取第一个分量，就可得到方程式（6.47）和（6.46）的相应结果。

特别，我们可以推出，微分方程（6.46）满足初值条件

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, · · · , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0

的解在区间a < x < b上存在而且唯一。
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§6.3.1 高阶线性微分方程的一般理论

设函数组（对应y1）

φ1(x), φ2(x), · · · , φm(x) (6.51)

是齐次线性微分方程（6.47）的m个解，则由（6.48）可得方程组（6.50）的m个相应

解为 
φ1(x)

φ′
1(x)
...

φ
(n−1)
1 (x)

 ,


φ2(x)

φ′
2(x)
...

φ
(n−1)
2 (x)

 , · · · ,


φm(x)

φ′
m(x)
...

φ
(n−1)
m (x)

 (6.52)

反过来，方程组的m个解它形如（6.52），它的第一个分量给出方程的m个解（6.51）。

命题5：方程（6.47）的解组（6.51）在a < x < b上线性无关（相关），当且仅当

由它们作出的向量函数组（6.52）在a < x < b上线性无关（相关）。

证明：根据线性无关（相关）的定义，如果（6.51）线性无关，则（6.52）线性

无关；如果（6.51）线性相关，则（6.52）线性相关。 2

所以齐次线性微分方程（6.47）也正好最多有n个线性无关的解

φ1(x), φ2(x), · · · , φn(x) (6.51)

对应于方程组（6.50）的n个相应的线性无关的解为
φ1(x)

φ′
1(x)
...

φ
(n−1)
1 (x)

 ,


φ2(x)

φ′
2(x)
...

φ
(n−1)
2 (x)

 , · · · ,


φn(x)

φ′
n(x)
...

φ
(n−1)
n (x)

 (6.52)

记其Wronsky行列式为W (x)。

把齐次线性微分方程组的定理转述到高阶微分方程，可以直接得到如下定理：

定理6.1，6.2. 齐次线性方程（6.47）在区间a < x < b上存在n个线性无关的解

（称之为基本解组）。（6.47）的一个解组（6.51）线性无关当且仅当它的Wronsky行

列式W (x) ̸= 0。如果这n个线性无关的解如（6.51）所示，则（6.47）的通解为

y = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x),

其中C1, · · · , Cn为任意常数。 2
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Theorem 6.3.1. 定理6.3. 设φ1(x), · · · , φn(x)是齐次线性微分方程（6.47）在区间a <

x < b上的一个基本解组，则非齐次线性微分方程（6.46）的通解为

y = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x) + φ∗(x), (6.57)

其中C1, · · · , Cn是任意常数，

φ∗(x) =
n∑

k=1

φk(x)

∫ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s)ds (6.58)

是方程（6.46）的一个特解。这里W (x)为φ1(x), · · · , φn(x)的Wronsky行列式，Wk(x)是

代数余子式Wnk（W (x)中(n, k)元素的代数余子式，即以(0, 0, · · · , 0, 1)T替换W (x)中

的第k列后得到的行列式）。

证明：取对应的微分方程组通解的第一个分量得到（6.46）通解的形式（6.57），

所以只需要验证φ∗(x)是如下向量值函数的第一个分量

Φ(x)

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds.

利用逆矩阵和代数余子式的关系可得∫ x

x0

Φ(x)Φ−1(s)f(s)ds

=

∫ x

x0

Φ(x)

W (s)


∗ W1(s)

∗ W2(s)

∗ · · ·
∗ Wn(s)




0
...

0

f(s)

 ds

=

∫ x

x0

f(s)

W (s)
Φ(x)


W1(s)

...

Wn(s)

 ds

2

例如，考虑二阶非齐次线性方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x).

其中p, q, f ∈ C(a, b)。如果对应的齐次方程有两个线性无关的特解y = φ1(x), φ2(x)。

则其通解为

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) +

∫ x

x0

−φ1(x)φ2(s) + φ2(x)φ1(s)

φ1(s)φ′
2(s)− φ2(s)φ′

1(s)
f(s)ds. (6.60)
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另外，可以结合对应的方程组并利用常数变易法确定一个特解：设其为

y = C1(x)φ1(x) + C2(x)φ2(x). (6.61)

则由非齐次方程组的第一个分量可得

y′ = [AΦ(x)C(x)](1) + 0 = C1φ
′
1 + C2φ

′
2

因此要求C1, C2使得

C ′
1φ1 + C ′

2φ2 = 0, (6.62)

从而

y′ = C1φ
′
1 + C2φ

′
2. (6.63)

对（6.63）再求导，并利用y, φ1, φ2满足相应的方程得

C ′
1φ

′
1 + C ′

2φ
′
2 = f(x). (6.64)

由（6.62，6.64）解得

C ′
1(x) = −φ2(x)f(x)

W (x)
, C ′

2(x) =
φ1(x)f(x)

W (x)
.

积分得到C1(x), C2(x)，代入（6.61），得到通解（6.60）。

但即使对于二阶齐次线性方程，也没有一般的简单求解方法。考虑

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

如果已知一个特解，则可通过它使方程降阶后求通解。

如果y = φ(x)和y = y(x)是齐次方程的两个解，则由Liouville公式以及此时trA(x) =

−a1(x) = −p(x)可得

W (x) =

∣∣∣∣∣ φ(x) y(x)

φ′(x) y′(x)

∣∣∣∣∣ =W (x0)e
∫ x
x0

trA(s)ds
=W (x0)e

−
∫ x
x0

p(s)ds
.

特别，如果y = φ(x)已知，则得到y = y(x)的一个一阶线性方程。

定理：设y = φ(x) > 0是y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0的解，其中p(x), q(x) ∈ C(a, b)。

则方程的通解为

y = φ(x)[C1 + C2

∫ x

x0

1

φ2(s)
e
−

∫ s
x0

p(t)dt
ds], (6.56)

其中C1, C2为任意常数。
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证明：设y = y(x)是另一个与y = φ(x)线性无关的解，则

d

dy
(φy′ − yφ′) = φy′′ − yφ′′

= φ(−py′ − qy)− y(−pφ′ − qφ)

= −p(φy′ − yφ′),

因此得到一阶线性方程

φy′ − yφ′ = Ce−
∫
p(x)dx, C ̸= 0.

乘以积分因子φ−2得
d

dx
(
y

φ
) =

C

φ2
e−

∫
p(x)dx,

积分得
y(x)

φ(x)
=

∫ x

x0

C2

φ2(s)
e
−

∫ s
x0

p(t)dt
ds+ C1.

Lagrange降阶法：设y = ψ(x)是（伴随）方程的一个特解，即

(ψ′ − pψ)′ + qψ = 0.

设y = y(x)为方程的解。则由分部积分得

0 =

∫
(y′′ + py′ + qy)ψdx

= y′ψ +

∫
[−y′(ψ′ − pψ) + qyψ]dx+ C

= y′ψ − y(ψ′ − pψ) +

∫
y[(ψ′ − pψ)′ + qψ]dx+ C

= y′ψ − y(ψ′ − pψ) + C,

因此得到y = y(x)满足一阶线性方程

y′ψ − y(ψ′ − pψ) + C = 0.
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§6.3.2 常系数高阶线性微分方程

现在考虑n阶常系数微分方程

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f(x), (6.65)

和相应的齐次线性方程

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0, (6.66)

其中a1, · · · , an是实常数，f(x) ∈ C(a, b)。

我们通过求解与它们相应的等价的n阶常系数线性方程组，然后取第一个分

量得到（6.65，6.66）的解。引入

y1 = y, y2 = y′, · · · , yn = y(n−1),

则（6.66）等价于常系数齐次线性微分方程组

dy

dx
= Ay, (6.67)

其中

A =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a2 −a1


A的特征行列式为

det(λE −A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an,

因此A的特征方程为

det(λE −A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0, (6.70)

即把（6.66）中的y(k)换成λk, k = 0, 1, · · · , n所得出的代数方程。所以，（6.70）也叫作

微分方程（6.66）的特征方程。

Theorem 6.3.2. 定理6.6. 设（6.66）的特征方程（6.70）有s个互不相同的复特征

值λ1, · · · , λs，而且相应的重数分别为n1, · · · , ns(n1 + · · ·+ ns = n)。则函数组
eλ1x, xeλ1x, · · · xn1−1eλ1x;

· · · · · · · · · · · · (6.71)

eλsx, xeλsx, · · · xns−1eλsx;

是微分方程（6.66）的一个基本解组。
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证明：只需找出方程组（6.67）的一个基解矩阵，使得它的第一行为（6.71）。

设A有互不相同的特征值λ1, · · · , λs，其（代数）重数分别为n1, · · · , ns。首先我
们可以观察到对应每个特征值λk的若当块只有一个。事实上，对应λk的若当块的

个数等于λk的几何重数，即对应λk的特征向量空间的维数，即λkE −A的解空间维

数。由于rank(λkE−A) = n−1，因此λk的几何重数为1，对应λk的若当块只有一个，

它是nk阶的。

因此存在过渡举着P使得

AP = PJ = Pdiag(J1, · · · , Js) (6.72)

并且P = (pij)满足

p1mj ̸= 0, j = 1, · · · , s, m1 = 1,m2 = n1 + 1, · · · ,ms = n1 + · · ·+ ns−1 + 1.

事实上，若某个p1mj = 0，则看AP = PJ的第mj列：

(AP )kmj
= (p2mj , p3mj , · · · , pnmj ,−anp1mj − · · · − a1pnmj )

T

= (PJ)kmj
= λj(p1mj , p2mj , · · · , pn−1mj , pnmj )

T ,

因此

p1mj = 0 ⇒ p2mj = 0 ⇒ p3mj = 0 ⇒ · · · ⇒ pn−1mj = 0 ⇒ pnmj = 0.

这与过渡矩阵P非奇异相矛盾。

因此方程组（6.67）的基解矩阵exAP的第一行元素依次为

p11e
λ1x, p11xe

λ1x + p12e
λ1x, · · · , p11

xn1−1

(n1 − 1)!
eλ1x + · · · ;

· · ·

p1mse
λsx, p1msxe

λ1x + p1ms+1e
λsx, · · · , p1ms

xns−1

(ns − 1)!
eλ1x + · · · ;

利用齐次线性微分方程解的叠加原理，即对基解矩阵exAP进行适当的列变换消去

第一行中各元素除x的最高阶以外的项，从而得到另一个基解矩阵，它的第一行正

是（6.71）。

如果Imλi ̸= 0，则其共轭λi也是特征值。对应的实解为xkeReλi cos(Imλi), x
keReλi sin(Imλi)。2

求非齐次线性方程的特解除了标准的公式之外，还可以根据某些非齐次项f(x)的

特殊形式采用待定系数法来找特解。
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【例4】求解微分方程

y(5) − 3y(4) + 4y(3) − 4y′′ + 3y′ − y = 0.

解：特征方程为

λ5 − 3λ4 + 4λ3 − 4λ2 + 3λ− 1 = (λ− 1)3(λ2 + 1) = 0,

因此λ = 1为三重特征值，λ = ±i为共轭的单特征值。一个基本解组为

ex, xex, x2ex, eix, e−ix,

所以通解为

y = (C1 + C2x+ C3x
2)ex + C4 cosx+ C5 sinx.

【例，习题8】求解有阻尼的弹簧振动方程：

m
d2x

dt2
+ r

dx

dt
+ kx = 0, m, r, k > 0.

解：特征方程为

mλ2 + rλ+ k = 0.

当判别式∆ = r2 − 4mk > 0时，

λ =
−r ±

√
∆

2m
,

有两个不同的实特征值λ1 < λ2 < 0，通解为

x = C1e
λ1t + C2e

λ2t.

当判别式∆ = r2 − 4mk = 0时，有二重特征值λ = − r
2m，通解为

x = (C1 + C2t)e
λt.

当判别式∆ = r2 − 4mk < 0时，有一对共轭的特征值

λ =
−r ± i

√
−∆

2m
,

通解为

x = e−
r

2m
t(C1 cos(

√
−∆

2m
t) + C2 sin(

√
−∆

2m
t)).

作业：4，5，7，9，10（9，10，11，12，13，14）
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第七章 定性理论与分支理论初步

由法国数学家庞加莱在19世纪80年代所开创的微分方程定性理论，不借助于

对微分方程的求解，而是从微分方程本身的一些特点来推断其解的性质（例如周期

性、稳定性等），因而它是研究非线性微分方程的一个有效手段，自20世纪以来已成

为常微分方程发展的主流。与庞加莱同时，俄国数学家李雅普诺夫（Lyapunov，1857-

1918）对微分方程解的稳定性所作的深入研究，是定性理论的又一个重要工作。

近年来，人们不仅关心微分方程的某一个解在初值或参数扰动下的稳定性（即

李雅普诺夫稳定性），以及这种稳定性遭到破坏时所可能出现的浑沌（chaos）现象，

而且关心在一定范围内解族的拓扑结构在微分方程的扰动下的稳定性（即结构稳

定性），以及这种稳定性遭到破坏时所出现的分支（bifurcation）现象。

鉴于微分方程定性理论的应用已深入到许多自然学科和社会学科的领域，我

们似有必要在本书中对它的一些基本概念和基本方法作一个初步的介绍。

§7.1 动力系统，相空间与轨线

假定一个运动质点M在时刻t的坐标（不局限于空间位置）为x = (x1, · · · , xn)，
并且已知它在x处的导数为v(x) = (v1(x), · · · , vn(x))，它只与坐标x有关。则我们得

到质点M的运动方程为
dx

dt
= v(x), (8.1)

它是一个自治微分方程（不显含时间t）。（8.1）可以看作更一般的一个自治微分方

程组，例如二体（多体）问题可转化为这个形式。如果v(x)满足微分方程解的存在

和唯一性定理的条件，则对任何初值条件

x(t0) = x0, (8.2)

方程（8.1）存在唯一的满足初值条件（8.2）的解

x(t) = φ(t; t0,x0), (8.3)

它描述了满足初值条件(t0,x0)的质点M的运动。

我们称x取值的空间Rn为相空间，称(t,x)取值的空间R1×Rn为增广相空间。按

照微分方程的几何解释，解（8.3）在增广相空间中的图像是一条通过(t0,x0)的光

滑曲线（积分曲线）。

125
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现在我们从运动的观点给出另一种几何解释：方程（8.1）在相空间中的每一

点x，给定了一个向量

v(x) = (v1(x), · · · , vn(x)), (8.4)

因而它在相空间中定义了一个向量场；而解的表达式（8.3）在相空间中给出了一

条与向量场（8.4）相吻合的光滑曲线（称它为轨线），其中t为参数（不显含），且

参数t0对应于轨线上的点x0。随着时间t的演变，质点的坐标x(t)在相空间中沿着轨

线变动，通常用箭头在轨线上标明相应于时间t增大时质点的运动方向。

须要注意，积分曲线是增广相空间中的曲线，而轨线则是相空间中的曲线。容

易看出，积分曲线沿t轴向相空间的投影就是相应的轨线（(t,x(t)) 7→ (x(t))），而且

轨线有明显的力学意义：它是质点M在相空间中的轨迹。

由于在一般情形下得不出解（8.3）的明显表达式，所以我们面对的任务是：从

向量场（8.4）的特性出发，去获取轨线的几何特征，或者更进一步，去弄清轨线的

拓扑结构图（称为相图）。因此，微分方程的定性理论又称为几何理论。

如果x0是向量场（8.4）的零点，即v(x0) = 0，则显然方程（8.1）有一个定常

解x = x0。换句话说，点x0就是一条（退化的）轨线。这时我们称点x0为方程（8.1）

的一个平衡点，它表示了运动的一个平衡态。今后我们会看到，在平衡点附近的

轨线可能出现各种奇怪的分布，而且当t → ∞（或−∞）时，其他轨线有可能趋向
（或远离）平衡点。通常，把方程（8.1）的平衡点叫作奇点。

如果解（8.3）是一个非定常的周期运动，即存在T > 0，使得

φ(t+ T ; t0,x0) ≡ φ(t; t0,x0),

则它在相空间中的轨线是一条闭曲线，即闭轨。

在定性理论中，对奇点和闭轨的分析是一个基本的问题。

【例1】设质点M(x, y)在Oxy平面上运动，满足方程{
dx
dt = −y + x(x2 + y2 − 1),
dy
dt = x+ y(x2 + y2 − 1). (8.5)

应用极坐标x = r cos θ, y = r sin θ，则

dr

dt
= r(r2 − 1),

dθ

dt
= 1.

由此积分得

r =
1√

1− C1e2t
, θ = t+ C2.
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设初值为

r(0) = r0, θ(0) = θ0.

则

C1 =
r20 − 1

r20
.

例如，(x0, y0)位于单位圆周之外时，C1 > 0。根据初值(x0, y0)的不同，系统（8.5）的

轨线有如下四种不同的类型：

（1）(x0, y0) = (0, 0)，轨线就是奇点(0, 0)。此时，(0, 0)是系统（8.5）的唯一平

衡点。

（2）(x0, y0)在单位圆周Γ上，相应的轨线就是闭轨Γ，它以逆时针方向为正向。

（3）0 < r0 < 1，则C1 < 0，相应的轨线是单位圆周内的非闭曲线。当t→ +∞时，
它逆时针盘旋趋于平衡点(0, 0)；当t→ −∞时，它顺时针盘旋趋于闭轨Γ。

（4）r0 > 1时，则C1 > 0，相应的轨线为单位圆周外部的非闭曲线。t→ −∞时，
它顺时针盘旋趋于Γ。

现在，我们要着重指出：任何一个自治微分方程都具有（8.1）的形式，而且只

要右端函数满足解的存在和唯一性条件，就可以对它作出如上的动力学解释（不

管它的自变量t是否代表时间），并可沿袭相空间、轨线、平衡点（奇点）和闭轨等

概念。在这个意义下，我们也把微分方程（8.1）（假设右端函数满足解的存在和唯

一性条件：v(x) 连续，并满足局部Lipschitz条件）称为一个动力系统。

下面是动力系统的几个基本性质：

1. 积分曲线的时间平移不变性：即系统（8.1）的积分曲线在增广相空间中

沿t轴任意平移后还是（8.1）的积分曲线。事实上，设x = φ(t)是系统（8.1）的一个

解，则由方程的自治性可直接验证：对任意常数C，x = φ(t+ C)也是（8.1）的解。

2. 过相空间每一点轨线的唯一性：即过相空间中的任一点，系统（8.1）存在

唯一的轨线通过此点。轨线的存在性通过积分曲线的投影得到。下面证明轨线的

唯一性。假设在相空间的x0 附近有两条不同的轨线段l1, l2都通过x0，不妨设它们

在x0分岔。则在增广相空间中至少有两条不同的积分曲线段Γ1,Γ2（它们可能属于

同一条积分曲线），分别记作φ1(t; t1,x0), φ2(t; t2,x0)，使得它们在相空间中的投影

分别是l1, l2。将Γ1沿时间轴平移，使得平移后Γ̃1与Γ2在(t2,x0) 相交。由解的唯一

性，̃Γ1与Γ2应完全重合，从而它们在相空间有相同的投影，又Γ1与Γ̃1在相空间也有

相同的投影，因此Γ1,Γ2在相空间x0 附近有相同的投影，与l1, l2为通过x0的不同轨

线矛盾。
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由于（8.1）的解具有时间平移不变性，通过时间平移可以由φ(t; t0,x0)得到一

条积分曲线，仍记作φ(t)，使得φ(0) = x0，即φ(t; 0,x0)。以下记

φ(t;x0) = φ(t; 0,x0).

3. 群的性质：系统（8.1）的解φ(t;x0)满足关系式

φ(t2;φ(t1;x0)) = φ(t2 + t1;x0). (8.6)

左边表示在相空间中，从x0出发沿轨线经过时间t1到达x1 = φ(t1;x0)，再沿轨线经

过时间t2到达x2 = φ(t2;φ(t1;x0))。右边表示从x0出发沿轨线经过时间t1 + t2到达

的点φ(t2 + t1;x0)。我们需要说明它们是同一个点。事实上，φ(t;φ(t1;x0))与φ(t +

t1;x0) 都是（8.1）的解，而且t = 0时刻的取值都是φ(t1;x0)。因此由解的唯一

性，φ(t;φ(t1;x0)) ≡ φ(t+ t1;x0)，取t = t2得（8.6）。

【附注1】（8.1）可以通过选取不同的参数，例如s(t) :=
∫ t
t0

√
1 + |v(x(τ))|2dτ,

从而
dx

ds
=
dx

dt
/
ds

dt
=

v(x)√
1 + |v(x)|2

,

该系统与（8.1）具有相同的轨线，并且s ∈ (−∞,+∞)。设对任意x0 ∈ Rn，系统

（8.1）的解φ(t;x0)都在t ∈ (−∞,+∞)上存在。则对任意固定t，解φ(t;x0)给出了一个

从Rn到Rn的变换φt : x0 7→ φt(x0) := φ(t;x0)。因此Σ := {φt|t ∈ R}是一个单参数的
变换集合，它具有性质：

（1）φ0是Rn上的恒同变换；

（2）φs ◦ φt = φs+t，即

φs(φt(x0)) = φs+t(x0), ∀x0 ∈ Rn, s, t ∈ R.

（3）φt(x0)对(t,x0) ∈ R× Rn是连续的。

可见Σ = {φt|t ∈ R}构成一个单参数（加法）群。具有性质（1，2，3）的单参数

连续变换群称为一个抽象动力系统（拓扑动力系统）；如果再要求φt是可微的，则

称它为微分动力系统。

【附注2】对于非自治系统dx
dt = v(t,x)，可以把它视为高一维空间上的自治系

统：令y = (x, s)T，w(y) = (v(s,x), 1)T，则它等价于n+ 1维相空间中的自治系统

dy

dt
= w(y).
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【附注3】Euler-Lagrange Equation and Hamilton system

Let us consider a smooth function L : Rk × Rk × R → R, a pair of points p1, p2 ∈
Rk, two real numbers t1 < t2, and the set C := C(p1, p2, t1, t2) of all smooth curves

q : [t1, t2] → Rk such that q(t1) = p1 and q(t2) = p2. Using this data, there is a function

Φ : C → R given by

Φ(q) =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt. (3.1)

The Euler-Lagrange equation, an ordinary differential equation associated with the func-

tion L - called the Lagrangian - arises from the following problem: Find the extreme

points of the function Φ. This variational problem is the basis for Lagrangian mechanics.

Consider a“variation of curves”in C, that is, as a smooth function Q : [−ϵ, ϵ] ×
[t1, t2] → Rk with the“end conditions”

Q(s, t1) = p1, Q(s, t2) = p2.

In this interpretation, γs(t) = Q(s, t).

Fix a point q ∈ C and suppose that γ0 = q, or equivalently that Q(0, t) = q(t).

Then, as s varies we obtain a family of curves called a variation of the curve q. The

tangent vector to γs at q is, by definition, the curve V : [t1, t2] → Rk × Rk given by

t 7→ (q(t), v(t)) where

v(t) :=
∂

∂s
Q(s, t)|s=0.

v satisfies

v(t1) =
∂

∂s
Q(s, t1)|s=0 = 0, v(t2) =

∂

∂s
Q(s, t2)|s=0 = 0.

Let us view the vector V as an element in the“tangent space of C at q.”

Following the prescription given above, we have

∂

∂s
Φ(Q(s, ·))|s=0 =

∫ t2

t1

∂

∂s
L(Q(s, t),

∂

∂t
Q(s, t), t)|s=0dt

=

∫ t2

t1

(
∂L

∂q

∂Q

∂s
+
∂L

∂q̇

∂2Q

∂s∂t
)|s=0dt. (3.2)

After evaluation at s = 0 and an integration by parts, we can rewrite the last integral

to obtain

∂

∂s
Φ(Q(s, ·))|s=0 =

∫ t2

t1

[
∂L

∂q
(q(t), q̇(t), t)− d

dt
(
∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t), t))]

∂Q

∂s
dt

=

∫ t2

t1

[
∂L

∂q
(q(t), q̇(t), t)− d

dt
(
∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t), t))]v(t)dt. (3.3)
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The curve q is called an extremal if ∂
∂sΦ(Q(s, ·))|s=0 = 0 for all tangent vectors V.

Since for a given v we can construct Q(s, t) := q(t)+ sv(t) so that ∂Q/∂s = v, the curve

q is an extremal if the last integral in equation (3.3) vanishes for all smooth functions v

that vanish at the points t1 and t2.

Proposition 7.1.1. The curve q is an extremal if and only if it is a solution of the

Euler–Lagrange equation
d

dt
(
∂L

∂q̇
)− ∂L

∂q
= 0.

When we search for the extreme points of a function, we are usually interested in its

maxima or minima. The same is true for the function Φ defined above. In fact, the theory

for determining the maxima and minima of Φ is similar to the usual finite-dimensional

theory, but it is complicated by the technical problems of working in infinite-dimensional

function spaces. The general theory is explained in books on the calculus of variations.

In mechanics, the Lagrangian L is taken to be the difference between the kinetic

energy and the potential energy of a particle, the corresponding function Φ is called the

action, and a curve q : R → Rk is called a motion. Hamilton’s principle states:

Every motion of a physical particle is an extremal of its action. Of course, the

motions of a particle as predicted by Newton’s second law are the same as the motions

predicted by Hamilton’s principle.

Example: (1)

Φ(q) =

∫ t2

t1

(
1

2
mq̇2k − U(q))dt,

then Euler-Lagrange equation

mq̈k = −Uqk = Fk.

(2)

Φ(q) =

∫ t2

t1

[
1

2
mq̈2k +

GMm

|q|
]dt,

then the Euler-Lagrange equation

mq̈k = −GMm

|q|3
qk.

We will discuss some of the properties enjoyed by the Euler-Lagrange dynamical

system. For simplicity we will consider only the case of autonomous Lagrangians, L :

Rk ×Rk → R.
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We will assume the Lagrangian is regular; i.e. L satisfies the Legendre condition

det(
∂2L

∂q̇i∂q̇j
) ̸= 0.

Introduce a new variable p defined by the equation

p− ∂L

∂q̇
(q, q̇) = 0.

By the implicit function theorem, the Legendre condition is precisely what is needed

to solve this equation for q̇, i.e. to write q̇ = v(q, p). That is, q̇ is defined implicitly

as a function v : Rk × Rk → Rk so that q̇ = v(q, p). In this case, the Hamiltonian

H : Rk ×Rk → R is defined by

H(q, p) := pq̇ − L(q, q̇) = pv(q, p)− L(q, v(q, p)).

This function is often written in the simple form

H =
∂L

∂q̇
q̇ − L.

The transformation from the Lagrangian to the Hamiltonian is called the Legendre

transformation. If L = T − U with T = T (q̇) homogeneous of degree 2 in q̇, and

U = U(q) (as will be the case in a typical mechanical system), then

H(q, p) = pv − L =
∂L

∂q̇
q̇ − T + U = T + U

is the total energy.

The Euler-Lagrange equations for L can be transformed into the Hamiltonian e-

quations for H:

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
;

these have to be read as q̇j = ∂H/∂pj , j = 1, · · · , n; likewise for the second system of

n equations. Notice that we have reduced a system of n second-order equations to a

system of 2n first-order equations.

Proposition 7.1.2. If the Lagrangian is regular, then the Hamiltonian is a first integral

of the corresponding Lagrangian dynamical system. Moreover, the Lagrangian equations

of motion are equivalent to the Hamiltonian system

q̇ =
∂H

∂p
(q, p), ṗ = −∂H

∂q
(p, q).
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Proof. Using the definition of p and q̇ = α(q, p), and the Euler-Lagrange equation,

we have that

d

dt
H(q, p) = ṗv(q, p) + p

d

dt
v(q, p)− ∂L

∂q
(q, v(q, p))v(q, p)− ∂L

∂q̇

d

dt
v(q, p)

= [
d

dt
(
∂L

∂q̇
)(q, v(q, p))− ∂L

∂q
(q, v(q, p))]α(q, p)

= 0;

that is, H is constant along solutions of the Euler-Lagrange equation.

By the definition of H(q, p) and p = ∂L
∂q̇

∂H

∂p
= v + p

∂v

∂p
− ∂L

∂q̇

∂v

∂p
= v = q̇,

and by p = ∂L
∂v and the Euler-Lagrange equation

∂H

∂q
= p

∂v

∂q
− ∂L

∂q
− ∂L

∂q̇

∂v

∂q
= −∂L

∂q
= −ṗ.

2

A first-order system equivalent to the Euler-Lagrange equation has dimension 2k.

Here, k is called the number of degrees of freedom. The space Rk with coordinate q

is called the configuration space; its dimension is the same as the number of degrees

of freedom. The space Rk × Rk with coordinates (q, q̇) is called the state space; it

corresponds to the tangent bundle of the configuration space. The space Rk × Rk with

coordinates (q, p) is called the phase space; it corresponds to the cotangent bundle of

the configuration space.

Example. L = 1
2mq̇

2
k −U(q), then p = ∂L

∂q̇ = mq̇, q̇ = p
m , H = p p

m −L = p2

2m +U(q).

Then the equation/Hamilton system:

q̇ =
p

m
, ṗ = −∂U

∂q
.
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§7.2 解的稳定性

§7.2.1 Lyapunov稳定性的概念

在5.3节中，我们讨论了微分方程的解对初值的连续依赖性（例如上节例1中r0 =

1, r0 < 1）。那里的讨论方法只适用于自变量在有限闭区间内取值的情况。如果自

变量扩展到无穷区间上，那么解对初值不一定有连续依赖性。Poincare最早提出了

这个问题，Lyapunov研究了自变量扩展到无穷区间上的情形解对初值的连续依赖

性问题。而这种连续性的破坏可以导致解对初值的敏感依赖，甚至混沌现象的出

现。这里我们仅就Lyapunov稳定性做一个简要的介绍。

首先考察上一节例1及其解

dr

dt
= r(r2 − 1),

dθ

dt
= 1.

r =
1√

1− C1e2t
, θ = t+ C2.

平衡点(0, 0)有一个重要特征，从它附近（单位圆周内部）的任一点出发的轨线当t→
+∞时都趋于(0, 0)点。换句话说，初值点的偏差不影响解的最终趋势。因此，我们

称该系统的平衡点(0, 0)（或相应的解x = 0, y = 0）渐近稳定的。

其次，我们再考察5.1中无阻尼单摆的振动问题，其振动方程为（其中x为偏离

平衡位置的角度）
d2x

dt2
+ a2 sinx = 0,

或写成等价形式
dx

dt
= y,

dy

dt
= −a2 sinx. (8.8)

这是一个二维的动力系统。容易看出，(kπ, 0)为平衡点。分析平衡点(0, 0)及(π, 0)：

从(x = 0, x′(t) = 0)点附近出发的轨线都可以停留在(0, 0)点的任意小邻域内，只要

相应的初值点足够靠近(0, 0)，这时轨线是闭轨。而(π, 0)附近的轨线（除两条外：

轨线到达x = π时x′(t) = 0）都要跑出(π, 0)的某个邻域，无论相应的初值多么靠

近(π, 0)。这也可以分析相图得到。针对上述不同的特征，我们把平衡点(0, 0)（或

定常解x = 0, y = 0）称作是稳定的（但不是渐近稳定的），把平衡点(π, 0)称作是不

稳定的。

现在，我们考虑一般的方程

dx

dt
= f(t,x), (8.9)

其中函数f(t,x)对x ∈ G ⊂ Rn和t ∈ (−∞,∞)连续，并对x满足Lipschitz条件。
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Definition 7.2.1. 设（8.9）有一个解x = φ(t)对t0 ≤ t <∞有定义。

如果对任意给定ϵ > 0，都存在δ = δ(ϵ) > 0，使得只要

|x0 − φ(t0)| < δ, (8.10)

则方程（8.9）以x(t0) = x0为初值的解x(t; t0,x0)也对t ≥ t0有定义，并且满足

|x(t; t0,x0)− φ(t)| < ϵ, ∀t ≥ t0, (8.11)

则称方程（8.9）的解x = φ(t)是（在Lyapunov意义下）稳定的（例如上节例1以及单

摆振动中的定常解x = 0, y = 0）。

假设x = φ(t)是稳定的，而且存在δ1 ∈ (0, δ]使得只要

|x0 − φ(t0)| < δ1, (8.12)

就有

lim
t→+∞

[x(t; t0,x0)− φ(t)] = 0, (8.13)

则称解x = φ(t)是（在Lyapunov意义下）渐近稳定的（例如上节例1中的定常解x =

0, y = 0）。

如果解x = φ(t)不是稳定的，则称它是不稳定的。例如上节例1中r0 = 1，单摆

中(π, 0)。

如果把条件（8.12）改为：当x0在区域D（设φ(t0) ∈ D）内时，就有（8.13）成立，

则称D为解x = φ(t)的渐近稳定域（或吸引域）。如果吸引域是全空间，则称x = φ(t)

是全局渐近稳定的。例如上节例1中的定常解x = 0, y = 0的吸引域是单位圆周内整

个开区域。

【附注1】如果把上面定义中的t→ ∞改为t→ −∞（相应的要假设解在t ≤ t0时

的存在性），则可定义负向渐近稳定，负向稳定和负向不稳定的相应定义。一般情

况下，我们考虑正向的稳定性，而且省略“正向”两字。

为了简化讨论，我们只考虑（8.9）的零解x = 0的稳定性，即假设f(t,0) = 0。

事实上，在变换y = x − φ(t)之下，总可以把上述一般问题化为这种特殊的情形。

此时y满足动力系统
dy

dt
= f(t,y + φ(t))− φ′(t).

本节的主要问题是对于给定的方程（8.9），设法（不通过求通解）判断某个已

知特解的稳定性。我们将介绍两种方法：线性近似方法，和Lyapunov第二方法。
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§7.2.2 按线性近似判断稳定性

我们把方程（8.9）右端的函数f(t,x)（注意，f(t,0) ≡ 0）展开成x的线性部

分A(t)x和非线性部分N(t,x)（x的高次项）之和，即考虑方程

dx

dt
= A(t)x+N(t,x), (8.14)

其中A(t) = (aij(t)) = ( ∂fi∂xj
(t,0))是一个n阶的矩阵函数，对t ≥ t0连续；而函数N(t,x)

在t,x 所在区域

G : t ≥ t0, |x| ≤M (8.15)

上连续，对x满足Lipschitz条件，并且还满足N(t, 0) ≡ 0(t ≥ t0)，以及

lim
|x|→0

|N(t,x)|
|x|

= 0, ∀t ≥ t0. (8.16)

由于我们考虑的是（8.14）的零解x = 0的稳定性，因而只考察当|x0|较小时以(t0,x0)为

初值的解。在一定的条件下，方程（8.14）的零解的稳定性与其线性化方程

dx

dt
= A(t)x (8.17)

的零解的稳定性有密切的联系。

当A(t)是常矩阵时，利用6.2节中有关常系数齐次方程组基解矩阵的结果，容

易得到线性化系统的下述结论。此时解具有形式

x(t) = eλit(r0 + r1t+ · · · )

Theorem 7.2.2. 定理8.1. 设线性方程（8.17）中的矩阵A(t)为常矩阵，则

（1）零解是渐近稳定的，当且仅当矩阵A的全部特征值都有负的实部：

（2）零解是稳定的，当且仅当矩阵A的全部特征值的实部是非正的，并且那些

实部为零的特征根所对应的若当块都是一阶的。

（3）零解是不稳定的，当且仅当矩阵A的特征根至少有一个实部为正（a），或

者至少有一个实部为零并且它所对应的若当块高于一阶（b）。

一般而言，非线性微分方程（8.14）的零解可能与其线性化方程（8.17）的零解

有不同的稳定性。但Lyapunov指出，当A(t) = A为常矩阵且A的特征值都具有负实

部（1）或至少有一个具有正实部时（3a），方程（8.14）的零解的稳定性则由它的线

性化方程（8.17）所决定。
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Theorem 7.2.3. 定理8.2-8.3. 设方程（8.14）中A(t) = A为常矩阵。

（1）如果A的全部特征值都具有负的实部，则（8.14）的零解是渐近稳定的。

（2）如果A的全部特征值至少有一个具有正的实部，则（8.14）的零解是不稳

定的。

当（8.14）中的N(t,x)不显含t时，定理可从定理8.1和下节的定理8.7直接得到。

对一般情形的证明，则需要利用推广的Gronwall不等式。

【例】 {
dx
dt = −y + x(x2 + y2 − 1),
dy
dt = x+ y(x2 + y2 − 1). (8.5)

在平衡点(0, 0)，其线性化方程为{
dx
dt = −x− y,
dy
dt = x− y.

此时A(t)为常矩阵，并且特征值为−1± i，因此平衡点(0, 0)渐近稳定。

【例】单摆振动
dx

dt
= y,

dy

dt
= −a2 sinx. (8.8)

平衡点(0, 0)的线性化方程为

dx

dt
= y,

dy

dt
= −a2x. (8.8)

此时A(t)为常矩阵，并且特征值为±ai。(0, 0)是稳定平衡点，不能由线性近似方法

来判定（线性近似方法适用于渐近稳定和不稳定情形）。

平衡点(x = π, y = 0)需要作变换x̃ = x− π, ỹ = y，此时动力系统为

dx̃

dt
= ỹ,

dỹ

dt
= a2 sin x̃

平衡点(x̃, ỹ) = (0, 0)处的线性化方程为

dx̃

dt
= ỹ,

dỹ

dt
= a2x̃,

其对应矩阵A(t)为常矩阵，其特征值为±a，因此平衡点不稳定。
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§7.2.3 Lyapunov第二方法

Lyapunov在他的“运动稳定性的一般问题”中创立了处理稳定性问题的两种

方法：第一方法要利用微分方程的级数解。第二方法则巧妙的利用一个与微分方

程相联系的所谓Lyapunov函数来直接判定解的稳定性，因此又称为直接方法。

【例】 {
dx
dt = −y + x(x2 + y2 − 1),
dy
dt = x+ y(x2 + y2 − 1). (8.5)

利用Lyapunov函数的方法来直接推断平衡点(0, 0)渐近稳定。

先考虑一般形式
dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y).

设x = x(t), y = y(t)是该方程的解，记其轨线为Γ。考虑相空间上一个连续可微函

数V = V (x, y)，则V沿轨线Γ的方向导数为

dV

dt
=

d

dt
V (x(t), y(t)) = Vx

dx

dt
+ Vy

dy

dt
= Vxf(x, y) + Vyg(x, y).

注意，这方向导数的计算只依赖于函数V以及相关的向量场(f(x, y), g(x, y))在(x, y)点

的值，而无需求解方程（即求解轨线Γ的表达式）。我们称它为函数V关于微分方程

（8.18）对t的全导数，记作

dV

dt
|(8.5) = Vxf(x, y) + Vyg(x, y).

对于动力系统（8.5）特别选取函数V = 1
2(x

2 + y2)，它满足下述两个条件：

条件1：当(x, y) ̸= (0, 0)时，V (x, y) > 0；而且V (0, 0) = 0。

条件2：当0 < x2 + y2 < 1时，全导数

dV

dt
|(8.5) = r

dr

dt
= r2(r2 − 1) < 0, r2 = x2 + y2.

根据条件1和条件2，我们可以断言方程（8.18）的平衡点(0, 0)是渐近稳定的。事

实上，条件1蕴含了函数V (x, y)的一个几何特性：对任意足够小常数C > 0，V (x, y) =

C在相平面上的图形是一条环绕原点的闭曲线（等高线）γ(C) = {r2 = 2C}，并且
当C1 ̸= C2时γ(C1)与γ(C2)不相交；而当C → 0时，γ(C)收缩到(0, 0)点。

条件2则在(0, 0)点附近表示轨线Γ与等高线γ(C)之间的关系：沿着轨线Γ的正

向（t增大的方向），函数V = V (x(t), y(t))严格递减，而且我们将论证

V (x(t), y(t)) → 0, t→ +∞.
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换句话说，随着t → +∞，轨线Γ将由外向内穿入所有遇到的Γ(C), C > 0，最终趋

于(0, 0)点，这说明平衡点(0, 0)是渐近稳定的。

事实上，假设不然，则有

V (x(t), y(t)) → C0 > 0, t→ +∞

其中0 < C0 <
1
2。因此我们有

dV

dt
|(8.5) = r2(r2 − 1) → 2C0(2C0 − 1) < 0, t→ +∞.

但后者蕴含V (x(t), y(t)) → −∞，矛盾。

现在我们把例子的想法提炼成一个一般的判别法则，即Lyapunov第二方法。

为简单起见，只考虑自治系统

dx

dt
= f(x), (8.19)

其中x ∈ Rn，f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)) 满足初值问题解的存在和唯一性条件。

对于连续可微的标量函数V (x), |x| ≤M，定义如下条件：

Definition 7.2.4. 记
dV

dt
|(8.19) =

∂V

∂x1
f1 + · · ·+ ∂V

∂xn
fn.

条件I（V为定正条件）: V (0) = 0；当x ̸= 0时V (x) > 0。

条件II（dV
dt |(8.19)为定负函数）：

dV
dt |(8.19) < 0,x ̸= 0。

条件II∗（dV
dt |(8.19)为常负函数）：

dV
dt |(8.19) ≤ 0。

条件III（dV
dt |(8.19)为定正函数）：

dV
dt |(8.19) > 0,x ̸= 0。

Theorem 7.2.5. 定理8.4（Lyapunov稳定性第二方法）：

（1）若I和II成立，则方程（８.１９）的零解是渐近稳定的。

（２）若I和II∗成立，则方程（８.１９）的零解是稳定的。

（3）若I和III成立，则方程（８.１９）的零解是不稳定的。

利用Lyapunov第二方法判断解的稳定性直接简明，但却没有一般的方法具体

给出Lyapulov函数。所以一个主要问题是对于给定的微分方程，如何构造Lyapunov函

数，从而判断解的稳定性。
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【例】单摆振动
dx

dt
= y,

dy

dt
= −a2 sinx. (8.8)

令（能量函数）

V (x, y) = y2 − 2a2 cosx+ 2a2,

则在平衡点(0, 0)附近满足条件I，并且满足条件II∗即

dV

dt
= −2a2y sinx+ 2a2y sinx = 0.

因此平衡点(0, 0)稳定。

作业：2，4，5，6，8
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第八章 边值问题

在前几章中我们已相当详细地讨论了常微分方程的初值问题及其解法。另外，

我们也接触到所谓微分方程的边值问题，例如悬链线问题。本章将讨论某些二阶

微分方程的边值问题，而以施图姆-刘维尔（Sturm-Liouville）边值问题为重点，因

为它在数学物理中有重要的应用。特别的，为偏微分方程分离变量法提供理论基

础。

§8.1 Sturm比较定理

Sturm是在微分方程中最早使用定性方法的先驱者之一。如上一章所见，这种

定性方法的主要特点是不依赖于对微分方程的求解，而只凭方程本身的一些特征

来确定解的有关性质，例如解的变号和周期性等。我们讨论二阶齐次线性微分方

程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, (9.1)

其中系数函数p(x), q(x)在区间J上是连续的。

Lemma 8.1.1. 齐次线性微分方程（9.1）的任何非零解在区间J内的零点孤立。

证明：任给（9.1）的一个非零解y = φ(x), x ∈ J。假设它有一个非孤立的零

点x0 ∈ J。因此，在J内y = φ(x)有一串零点xn, n = 1, 2, · · · , xn ̸= x0, xn → x0。因此

φ′(x0) = lim
n→∞

φ(xn)− φ(x0)

xn − x0
= 0.

这就是说，非零解y = φ(x)满足初值条件

y(x0) = 0, y′(x0) = 0. (9.2)

然而我们已知初值问题（9.1+9.2）有零解。因此，根据解的唯一性，y = φ(x)就是

零解，矛盾。所以非零解y = φ(x)的零点必须是孤立的。 2

设y = φ(x)是齐次线性方程（9.1）的一个非零解，而且x1是它的一个零点。根

据上面的引理，x1是一个孤立的零点。这样我们可以考虑y = φ(x)在x1的左（或右）

边距x1 最近的零点x2 < x1（或x2 > x1）（如果存在的话）。我们称x1, x2为相邻的

零点，因此在相邻的两个零点之间没有其他零点。

下面的一些定理最早是由Sturm采用定性方法证明的。这种简单的思想后来

发展成为微分方程的近代定性理论。

141
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Theorem 8.1.2. 定理9.1. 设y = φ1(x)和y = φ2(x)是齐次线性方程（9.1）的两个非

零解。则下述结论成立：

（1）它们是线性相关的，当且仅当它们有相同的零点；

（2）它们是线性无关的，当且仅当它们的零点是互相交错的。

证明：（1）首先设φ1(x), φ2(x)线性相关，则有

φ2(x) = cφ1(x), x ∈ J,

其中常数c ̸= 0。由此可见，它们有相同的零点。

反之，设φ1(x), φ2(x)有一个相同的零点x0 ∈ J，则它们的朗斯基行列式W (x0) =

0，从而由刘维尔公式推出W (x) ≡ 0, x ∈ J。所以φ1(x), φ2(x)线性相关。

（2）设φ1(x), φ2(x)的零点是相互交错的，因此它们没有相同的零点，从而是

线性无关的。以下证明线性无关解，它们的零点相互交错。

设φ1(x), φ2(x)线性无关，由（1）它们没有相同的零点。设x1, x2是φ1(x)的两个

相邻零点，不妨设

φ1(x) > 0, x1 < x < x2.

从而又由于y = φ1(x)为非零解，由解的唯一性

φ′
1(x1) > 0, φ′

1(x2) < 0. (9.3)

因为φ2(x)与φ1(x)没有相同的零点，所以x1, x2都不是φ2(x)的零点，即

φ2(x1)φ2(x2) ̸= 0.

我们接下来说明φ2(x1)φ2(x2) < 0，由此推出φ2(x)在x1, x2之间至少有一个零点x̃1 ∈
(x1, x2)。

反设φ2(x1), φ2(x2)同号，即

φ2(x1)φ2(x2) > 0. (9.4)

由线性无关，φ1(x), φ2(x)的朗斯基行列式W (x)在区间J 上不等于零，所以我们有

W (x1)W (x2) > 0. (9.5)

又有

W (x1) = −φ2(x1)φ
′
1(x1), W (x2) = −φ2(x2)φ

′
1(x2)
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因此，不等式蕴含

φ2(x1)φ2(x2)φ
′
1(x1)φ

′
1(x2) > 0.

再利用（9.4）得

φ′
1(x1)φ

′
1(x2) > 0.

这与（9.3）矛盾。

因此，φ2(x1), φ2(x2)异号，由此推出φ2(x)在x1, x2之间至少有一个零点x̃1 ∈ (x1, x2)。

如果φ2(x)在x1, x2之间有两个零点x̃1, x̃2。那么用以上相同的论证可以推出，φ1(x)

在x̃1, x̃2之间必有零点，从而在x1, x2之间还至少有一个零点，这与x1, x2是φ1(x)的

相邻零点矛盾。所以φ2(x)在x1, x2之间有且只有一个零点。

同样可证，φ1(x)在φ2(x)的任何两个相邻零点之间有且只有一个零点。这就证

明了φ1(x), φ2(x)的零点是互相交错的。 2

利用Sturm比较定理，可通过与更简单的方程进行比较来分析方程（9.1）的零

点，振动性。

Theorem 8.1.3. 设有两个齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ +Q(x)y = 0, (9.6)

和

y′′ + p(x)y′ +R(x)y = 0, (9.7)

这里系数函数p(x), Q(x), R(x)在区间J上连续，而且满足不等式

R(x) ≥ Q(x), x ∈ J. (9.8)

又设y = φ(x)是方程（9.6）的一个非零解，x1, x2是它的相邻零点。则方程（9.7）的

任何非零解y = ψ(x)在x1, x2之间至少有一个零点x0 ∈ [x1, x2]。

证明：首先，φ1(x1) = φ1(x2) = 0，而且不妨设φ(x) > 0, x1 < x < x2。由此，

φ′(x1) > 0, φ′(x2) < 0. (9.9)

要证：y = ψ(x)在[x1, x2]上至少有一个零点。

否则，不妨设

ψ(x) > 0, x1 ≤ x ≤ x2. (9.10)

考虑φ(x), ψ(x)的朗斯基行列式

W (x) = φ(x)ψ′(x)− ψ(x)φ′(x).
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它满足

W ′ = φψ′′ − ψφ′′

= φ(−pψ′ −Rψ)− ψ(−pφ′ −Qφ)

= −pW + (Q−R)φψ.

从而

W ′ + pW ≤ 0, x ∈ (x1, x2),

e
∫ x
x1

p(s)ds
[W ′ + pW ] ≤ 0, x ∈ (x1, x2),

d

dx
[e

∫ x
x1

p(s)ds
W ] ≤ 0, x ∈ (x1, x2),

e
∫ x2
x1

p(s)ds
W (x2) ≤W (x1). (9.11)

另一方面，由（9.9，9.10）

W (x1) = −ψ(x1)φ′(x1) < 0, W (x2) = −ψ(x2)φ′(x2) > 0.

这与（9.11）矛盾。因此，y = ψ(x)在[x1, x2]上至少有一个零点。 2

注：如果Q(x) > R(x), x ∈ J，则一定有零点x0 ∈ (x1, x2)。证明方法完全类似，

只需注意到（9.11）为严格不等号。另外，由Sturm比较定理，取Q(x) = R(x) = q(x)可

知，（9.1）的两个线性无关解的零点互相交错。

利用Sturm比较定理，可以判别解是否振动。

Definition 8.1.4. 设y = φ(x)是齐次线性微分方程（9.1）的一个非零解。如果y =

φ(x)在区间J上最多只有一个零点，则称它在J上是非振动的；否则称它在J上是振

动的。如果y = φ(x)在区间J上有无限个零点，则称它在J上是无限振动的。

Theorem 8.1.5.（1）设齐次线性微分方程（9.1）中的系数q(x) ≤ 0, x ∈ J，则它的

一切非零解都是非振动的。

（2）设微分方程

y′′ +Q(x)y = 0, (9.13)

中Q(x)在区间x ∈ [a,∞)上连续，并且满足不等式

Q(x) ≥ m > 0.

则微分方程（9.13）的任何非零解在区间[a,∞)上是无限振动的；而且它的任意两

个相邻零点的间距不大于常数π/
√
m。
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证明：（1）将（9.1）与方程

y′′ + p(x)y′ = 0 (9.12)

进行比较。显然，（9.12）有非零解

y = ψ(x) ≡ 1, x ∈ J.

如果（9.1）的非零解y = φ(x)在J上至少有两个不同的零点x1, x2，则由Sturm比较定

理（9.12）的非零解y = 1在[x1, x2]上至少有一个零点。矛盾。因此，y = φ(x)在J上

至多有一个零点。

（2）根据解的延拓分析，（9.13）在[a,+∞)上有解。我们只要证明任意区间I =

[b, b+ π/
√
m], b ≥ a上必有y = φ(x)的零点。将（9.13）与方程

y′′ +my = 0

进行比较。易知后一方程有非零解

y = sin[
√
m(x− b)],

而且它以区间I的两个端点为零点。因此，根据Sturm比较定理推出方程（9.13）的

非零解y = φ(x) 在区间I上至少有一个零点。 2

作业：1，2，5
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偏微分方程基本概念和分类：

一个偏微分方程指的是一个关于两个或多个自变量的未知函数u : U ⊂ Rn →
R以及其偏导数的等式

F (x, u,
∂u

∂x1
, · · · , ∂u

∂x1
, · · · , ∂mu

∂xm1
1 ∂xm2

2 · · · ∂xmn
n

) = 0,

其中最高阶导数的阶数m = m1 + · · ·+mn称为方程的阶。

我们目前一般不讨论偏微分方程组。偏微分方程分为线性与非线性偏微分方

程。如果偏微分方程中与未知函数有关的部分为u及u的偏导数的线性组合（系数

一般依赖于x），则称方程为线性偏微分方程。形如

F (x, u,D1u, · · · , Dmu) = f(x)+ai(x)
∂u

∂xi
+aij(x)

∂2u

∂xi∂xj
+· · · =

∑
|α|≤k

aα(x)D
αu+f(x) = 0.

我们主要讨论二阶线性方程定解问题的一些求解方法以及理论。

非线性方程又分为半线性（含最高阶导数的部分为其线性组合，且其系数只

含x，而与未知函数及其他偏导数无关），即形如∑
|α|=k

aα(x)D
αu+ a0(D

k−1u, · · · , Du, u, x) = 0;

拟线性（含最高阶导数的部分为其线性组合，其系数只与低阶导数有关），即形如∑
|α|=k

aα(D
k−1u, · · · , Du, u, x)Dαu+ a0(D

k−1u, · · · , Du, u, x) = 0;

连拟线性都不是的称为完全非线性。

经典的数学物理中有许多二阶线性方程的例子，Yang-Mills方程为二阶半线性

方程组，Einstein方程为二阶拟线性方程组。
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§8.2 泛定方程与定解问题

§8.2.1 三类典型二阶线性方程的导出：

（1）弦振动方程：

设均匀弹性细弦在x− u平面内振动，u = 0为弦的平衡位置。考虑x = 0与x =

1之间的一段弦。假定振动过程中|u| ≪ 1, |∂u∂x | ≪ 1，并且弦上各点在x方向的位

移相对于在u方向的位移可忽略，即弦上各点只在u方向振动。弦的长度为L(t) =∫ 1
0

√
1 + |∂u∂x |2dx。由于|∂u∂x | ≪ 1，不妨设L(t) ≡ 1。于是由胡克定律，弦内部张力大

小T不变，设弦的张力大小为T（不依赖于x, t）。弦段的右端点所受张力按x − u分

解为(T1, T2)，因为|∂u∂x | ≪ 1，设T1 = T为常数。

利用微元法作受力分析：取0 < δ ≪ 1，考虑[x0, x0+ δ]之间的一段弦。设在u方

向受张力以及外力g(t, x)，于是由牛顿第二定律

T2(x, x0 + δ)− T2(t, x0) +

∫ x0+δ

x0

g(t, x)dx =

∫ x0+δ

x0

∂2u

∂t2
ρdx,

即 ∫ x0+δ

x0

∂2u

∂t2
ρdx =

∫ x0+δ

x0

[
∂T2
∂x

+ g(t, x)].

注意到T2
T1

= ∂u
∂x，于是

T2 =
∂u

∂x
T1 =

∂u

∂x
T.

所以 ∫ x0+δ

x0

ρ
∂2u

∂t2
dx =

∫ x0+δ

x0

[T
∂2u

∂x2
+ g(t, x)].

由δ的任意性，u满足

ρ
∂2u

∂t2
= T

∂2u

∂x2
+ g(t, x).

或者写成
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f(t, x),

其中

a =

√
T

ρ
, f(t, x) = g(t, x)/ρ.

注：弹性杆的振动、薄膜的振动、声波都遵循类似的方程，形如

∂2u

∂t2
= a2△u+ f(t, x),

其中x = (x1, · · · , xn),△ =
∑n

i=1
∂2u
∂x2

i
为Laplace算子。此类方程称为波动方程。



148 第八章 边值问题

（2）热传导方程：

设U为R3中一传热区域，其边界为∂U，U中各点的温度记为u(t, x1, x2, x3)。

考虑能量的出入：由Fourier热传导定律，从边界流入热量为∫
∂U
k(x)

∂u

∂ν
dS,

其中k(x)为x处的热传导系数（设为正常数），ν为单位外法向。设另有热源，单位

时间内在U内部产生热量为 ∫
U
g(t, x)dx.

而在单位时间内U中温度变化所需的热量为∫
U
cρ
∂u

∂t
dx,

其中c为比热常数，ρ为介质密度常数。因此，由Gauss公式∫
U
cρ
∂u

∂t
dx =

∫
∂U
k
∂u

∂ν
dS +

∫
U
g(t, x)dx =

∫
U
(k△u+ g(t, x))dx.

由U的任意性，

cρ
∂u

∂t
= k△u+ g(t, x).

即
∂u

∂t
= a2△u+ f(t, x), a =

√
k/cρ, f = g/(cρ).

称为热传导方程。

注：扩散现象也遵循热传导方程。若温度不随时间变化，则有稳态方程

△u = − 1

a2
f(x),

称为Poisson方程。若f = 0，则有△u = 0，称为Laplace方程（或调和方程）。

（3）静电场方程，引力势方程：

设电荷分布为ρ(x, y, z)，产生稳恒电场
−→
E (x, y, z)。取U ⊂ R3单连通，边界记

为∂U，单位外法向为ν。由Gauss定律，通过∂U的电通量为∫
∂U

<
−→
E , ν > dS =

1

ϵ0

∫
U
ρdx,

其中ϵ0为介电常数。由Gauss公式，∫
∂U

<
−→
E , ν > dS =

∫
U
div(

−→
E )dx.
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因此

div(
−→
E ) =

ρ

ϵ0
.

由法拉第定律：静电场沿任意闭路C的电势变化为零，即∫
C

−→
E · Tdl = 0.

因此通过积分，存在势函数φ使得
−→
E = −∇φ。代入div(

−→
E ) = ρ

ϵ0
得Poisson方程

△φ = −ρ/ϵ0.

(注：法拉第定律∫
C

−→
E · Tdl =

∫
C
(E1dx+ E2dy + E3dz) :=

∫
C
E = 0

等价于E无旋：∇× −→
E = 0，等价于dE = 0。事实上由Stokes定理，对任意以C为边

界的曲面S，∫
C
E =

∫
S
dE =

∫
S
[(∂xE2−∂yE1)dx∧dy+(∂zE1−∂xE3)dz∧dx+(∂yE3−∂zE2)dy∧dz]

选取ν = e1 × e2，则(dx ∧ dy)(e1, e2) = dz(ν) =< ∂z, ν >= ν3，因此∫
S
dE =

∫
S
[(∂xE2−∂yE1)ν3+(∂zE1−∂xE3)ν2+(∂yE3−∂zE2)ν1]dS =

∫
S
∇×−→

E ·νdS.

从而对任意曲面S， ∫
S
∇×

−→
E · νdS = 0,

由S的任意性，

∇×−→
E = 0.)

引力势满足同样的方程：设空间有质量分布，密度为ρ(x, y, z)，设其引力势

为Φ(x, y, z)。则引力
−→
F = −∇Φ，另一方面

div(
−→
F ) = −4πGρ,

其中G为万有引力常数，因此引力势满足Possion方程

△Φ = 4πGρ.

当然，如果考虑区域内无电荷分布，或无物质分布，我们得到Laplace方程。
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（4）自由电磁波方程：

设空间中无电荷，介电常数为ϵ，导磁系数为µ，电导率为σ，电场强度为E，磁

场强度为H。回顾Maxwell方程组（分别为无电荷分布时的高斯定律，高斯磁定律，

法拉第电磁感应定律，Maxwell-Ampere定律）

∇ · E = 0, ∇ ·H = 0;

∇× E = −µ∂H
∂t

, ∇×H = σE + ϵ
∂E

∂t
.

推导E和H满足的方程：由Maxwell-Ampere定律，

ϵ
∂2E

∂t2
+ σ

∂E

∂t
=

∂

∂t
(∇×H)

= ∇× (
∂H

∂t
) = − 1

µ
∇× (∇× E),

另一方面

∇× (∇× E) = −△E +∇(∇ · E),

因此无电荷分布情形电场满足偏微分方程组

ϵ
∂2E

∂t2
+ σ

∂E

∂t
=

1

µ
△E.

即

µϵ
∂2E

∂t2
+ µσ

∂E

∂t
−△E = 0.

类似对H有

µϵ
∂2H

∂t2
+ µσ

∂H

∂t
−△H = 0.

特别如果电导率σ = 0，则有自由电磁波方程

∂2E

∂t2
= a2△E, ∂2H

∂t2
= a2△H, a =

1
√
µϵ
.

三类典型方程：波动方程：

∂2u

∂t2
= a2△u+ f(t, x);

热传导方程：
∂u

∂t
= a2△u+ f(t, x);

以及泊松方程：

△u = f(x).

目前，我们主要讨论上述三个类型的二阶常系数线性偏微分方程。如果自由项f =

0，则称方程为齐次的；否则称为非齐次方程。



§8.2 泛定方程与定解问题 151

§8.2.2 定解条件与定解问题

上述三类方程反映了系统的一般规律，这样的方程称为泛定方程。为确定一

个完整的物理状态，仍需要另外的约束条件，称为定解条件。泛定方程配以适当

的定解条件构成一个偏微分方程的定解问题。

定解条件包括初始条件（Cauchy条件）、边界条件两大类。定解问题又相应的

分为初值问题（Cauchy问题）、边值问题、混合问题（初边值问题，同时包含初始

条件和边界条件）。

（一）全空间上发展方程的初始条件与初值问题：对于随时间变化的物理过

程，即发展方程，通常需考虑初始条件。

【例】全空间上的热传导方程的初值问题

ut = a2△u+ f(t, x), u|t=0 = φ(x), x ∈ Rn.

全空间上的波动方程的初值问题

utt = a2△u+ f(t, x), u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ Rn.

初始条件给出未知函数u及其关于t的各阶偏导数在t = t0时刻的值。如果方程中关

于t的最高阶导数是m阶的，则应给出u, ∂u∂t , · · · ,
∂m−1u
∂tm−1 在t = t0时刻的值。

（二）边界条件与边值问题：考虑稳态问题，若该问题所在的区域带有边界，

通常要考虑边界条件。常见的边界条件由如下形式给出

(αu+ β
∂u

∂ν
)|∂U = φ(x),

其中α, β, φ为给定的定义在∂U上的函数。φ = 0时所对应的边界条件称为齐次的。

Definition 8.2.1.（1）β = 0, α ̸= 0，称为第一类边界条件或Dirichilet条件。

（2）α = 0, β ̸= 0，称为第二类边界条件或Neumann条件。

（3）α ̸= 0, β ̸= 0，称为第三类边界条件或Robin条件。

【例】给定边界温度（或电势）的稳恒温度场（或静电场）对应泊松方程第一

类边值问题（Dirichlet边值问题）

△u = f(x), x ∈ U ; u|∂U = φ(y), y ∈ ∂U.

边界绝热的稳恒温度场对应（如下面热传导问题的讨论）第二类齐次边值问题

（Neumann边值问题）

△u = f(x), x ∈ U ;
∂u

∂ν
|∂U = 0.
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（三）混合问题：对于带边界区域上的发展方程（波动方程、热传导方程），所

加的定解条件包含初始条件和边界条件，这样的定解问题称为混合问题（初边值

问题）。

（1）热传导方程：ut = a2△u+ f(t, x)，此时需要初始条件：

u|t=0 = φ(x), x ∈ U.

此外还需要附加边界条件。常见的有如下几类边界条件：

第一类：u|∂U = g(t, y), y ∈ ∂U。即已知边界在各时刻的温度。

第二类：已知∂U上向外流出热量的热流密度q(t, y)，则由Fourier热传导定律

∂u

∂ν
|∂U = −q(t, y)

k
, t > 0, y ∈ ∂U,

其中k为介质的热传导系数。特别表面绝热时，对应第二类齐次边界条件

∂u

∂ν
|∂U = 0.

第三类：内边界温度为u(t, x)，外边界温度为θ(t, x)。因此由牛顿冷却定理，热

流密度

q(t, x) = h(x)(u(t, x)− θ(t, x)),

其中h(x) > 0为热交换系数。另一方面由Fourier热传导定律

∂u

∂ν
= − q

k

因此有边界条件

h(x)u+ k(x)
∂u

∂ν
= h(x)θ(t, x), x ∈ ∂U.

如果第一类边界条件中g ≡ 0，第二类边界条件中q ≡ 0，第三类边界条件

中θ ≡ 0，此时分别对应齐次边界条件。

【例】设均匀细杆长为l，侧表面与周围介质无热交换，内部有热源g(t, x)。初

始温度为φ(x)，杆右端绝热，左端与周围介质有热交换，则对应的定解问题为
ut =

k
cρuxx +

1
cρg(t, x), 0 < x < l, t > 0;

u(0, x) = φ(x),
∂u
∂x |x=l = 0, (hu− k ∂u

∂x)|x=0 = h(0)θ(t, 0).

类似可考虑弦振动方程的混合问题，初始条件由u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x)如

同初始条件的讨论。接下来分析弦振动过程的几类边界条件。



§8.2 泛定方程与定解问题 153

（2）弦振动方程的边界条件：

第一类：已知各时刻端点位置

u(t, 0) = µ(t), u(t, l) = ν(t),

µ = ν = 0时称为第一类齐次边界条件。

第二类：已知端点在u轴方向所受力，在x = 0处为µ(t)，x = l处为ν(t)。则由牛

顿第二定律（此时微元所受外力
∫ δ
0 g(t, x)dx，以及惯性力

∫ δ
0 ρuttdx都是δ的一阶无穷

小量，因此不出现）

Tux(t, 0) + µ(t) = 0, −Tux(t, l) + ν(t) = 0

因此有边界条件

ux(t, 0) = −µ(t)
T

, ux(t, l) =
ν(t)

T
.

如果其中某端点（设x = 0）在u方向不受其他外力，则该端点在u方向自由滑动，称

为自由端，此时

µ(t) = 0, ux(t, 0) = 0,

称为第二类齐次边界条件。

第三类：弦端点固定在u方向（上方）的弹簧上，并受u方向其他外力，此时

Tux(t, 0) + µ(t)− ku(t, 0) = 0, −Tux(t, l) + ν(t)− ku(t, l) = 0.

因此有第三类边界条件

(Tux − ku)|x=0 = −µ(t), (Tux + ku)|x=l = ν(t).

如果µ = ν = 0，称为第三类齐次边界条件。

定解问题的适定性：泛定方程加上适当的定解条件构成一个定解问题，它可

描述完整的物理状态。一个定解问题是适定的包括存在性、唯一性和稳定性几方

面。这里稳定性指的是定解条件的偏差在一定的小范围之内时，相应的定解问题

的解的偏差可以控制在任意事先给定的小范围内。之前根据实际情形给出的定解

问题的例子一般是适定的。

但如果对定解问题的提法不合适，就可能导致问题的不适定性。Hadamard曾

给出一个著名的例子，说明对调和方程提初边值问题是不适定的。
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【例（Hadamard，1917）】调和方程初边值问题
uxx + uyy = 0, 0 < x < π, y > 0

u(x, 0) = 0, uy(x, 0) =
1
nk sinnx, n ∈ N

u(0, y) = u(π, y) = 0.

该初边值问题存在唯一解

u(x, y) =
1

nk+1
sin(nx) sinh(ny), n ∈ N.

但此解不稳定:n→ ∞时，初始条件一致趋于零。另一方面对任意给定y0 > 0, u(x, y0) =
1

nk+1 sin(nx) sinh(ny)无界。与齐次初边值问题的解u ≡ 0相比较可知，解在连续函数

空间范数下是不稳定的。从而该定解问题是不适定的，即调和方程的初边值问题

（及初值问题）不是适定的。

习题：1. 设r =
√
x2 + y2, r ̸= 0

(1) △2u = 0，求特解u = u(r)

(2) △2u+ k2u = 0，k为常数，求u = u(r)所满足的常微分方程。

2. 设r =
√
x2 + y2 + z2, r ̸= 0

(1) △3u = 0，求特解u = u(r)

(2) ∂2u
∂t2

− a2△3u = 0，设u = eiωtR(r)，求R(r)所满足的方程。
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§8.3 分离变量法

§8.3.1 几个典型例子

【例1】两端固定弦的自由振动的混合问题：
utt = a2uxx, t > 0, x ∈ (0, l) (a)

u(t, 0) = u(t, l) = 0, (b)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ψ(x). (c)

解：（1）利用分离变量法求解，考虑变量分离的函数

u(t, x) = T (t)X(x),

代入方程（a）则有

T ′′X = a2X ′′T,

即
T ′′

a2T
=
X ′′

X
.

因左边与x无关，右边与t无关，因此两边只能为一常数，设为−λ。从而，

X ′′ + λX = 0, T ′′ + λa2T = 0.

由边界条件（b），

u(t, 0) = T (t)X(0) = 0, u(t, l) = T (t)X(l) = 0,

因此非零解须X(0) = X(l) = 0。

（2）求解固有值问题：X(x)满足常微分方程边值问题{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l,

X(0) = X(l) = 0. (∗)

若λ = −ω2 < 0，则解常微分方程组易得通解为

X(x) = Aeωx +Be−ωx,

由边界条件得

A+B = 0, Aeωl +Be−ωl = 0.

因此此时A = B = 0, X ≡ 0。即无非零解。
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若λ = 0，则通解为

X(x) = Ax+B,

由边界条件得

A = B = 0, X(x) ≡ 0.

事实上，由9.1，非零解都是非振动的，即至多一个零点。

若λ = ω2 > 0，则通解为

X(x) = A cos(ωx) +B sin(ωx),

由边界条件得

A = 0, ω =
nπ

l
, n ∈ N,

此时记

ωn =
nπ

l
, Xn(x) = Bn sin(

nπx

l
).

(∗)称为固有值问题(eigenvalue problem)，使固有值问题有非零解的λ称为固有值（特

征值），相应的非零解称为固有函数（特征函数）。(∗)的固有值和相应的固有函数
为

λn = (
nπ

l
)2, Xn(x) = Bn sin(

nπx

l
), n ∈ N.

这里的特征值问题是最简单的一个例子，但也非常具有代表性，反映出特征值问

题的诸多规律。

接下来，由λn求解Tn(t)：

T ′′
n (t) + λna

2Tn = 0,

Tn(t) = Cn cos
anπt

l
+Dn sin

anπt

l
.

从而得到一族满足（a,b）的变量分离形式的特解

un(t, x) = Xn(x)Tn(t) = (Cn cos
anπt

l
+Dn sin

anπt

l
) sin

nπx

l
.

（3）由初始条件求解定解问题：

un(t, x)满足泛定方程（a）以及边界条件（b），其线性叠加仍满足（a,b）。现在

通过线性叠加及系数的选取使得叠加后的解满足初始条件。设

u(t, x) =

∞∑
n=1

(Cn cos
anπt

l
+Dn sin

anπt

l
) sin

nπx

l
.
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若u(t, x)满足（c），则

u(0, x) =
∑
n≥1

Cn sin
nπx

l
= φ(x),

∞∑
n=1

Dn
anπ

l
sin

nπx

l
= ψ(x).

这正好是φ(x), ψ(x)的Fourier正弦展开，即

Cn =
2

l

∫ l

0
φ(x) sin

nπx

l
dx, Dn =

2

anπ

∫ l

0
ψ(x) sin

nπx

l
dx.

因此，

u(t, x) =
∞∑
n=1

[
2

l

∫ l

0
φ(ξ) sin

nπξ

l
dξ cos

anπt

l
+

2

anπ

∫ l

0
ψ(ξ) sin

nπξ

l
dξ sin

anπt

l
] sin

nπx

l
.

注：以上通过分离变量法求得形式解，当初值φ,ψ满足一定的正则性以及边界

条件时，级数收敛，并且u(t, x)为古典解。用能量积分可证得解的唯一性、稳定性。

级数解将弦的复杂振动分解为一系列两端固定的有界弦的固有振动的叠加，

这里固有振动即

un(t, x) = (Cn cos
anπt

l
+Dn sin

anπt

l
) sin

nπx

l
= αn sin(

anπt

l
+ θn) sin

nπx

l
,

αn =
√
C2
n +D2

n.

un(t, x)保持端点x = 0, x = l不变；各点在平衡位置附近作简谐振动，振幅为αn| sin nπx
l |；

各点的振动频率（与初始条件无关，只与弦有关，称为固有频率）同为ωn = anπ
l ；周

期为Tn = 2π
ωn

= 2l
na。最低的固有频率

πa
l = π

l

√
T
ρ称为弦的基频，其余为倍频。un(t0, x) =

αn sin(ωnt0 + θn) sin
nπx
l 为正弦曲线。

【例2】考虑无限长圆柱体(x2 + y2 < a2,−∞ < z <∞)上的稳态温度分布问题。

假设内部无热源，边界柱面温度保持为F (x, y)。求柱内稳态温度分布。

解：因为边界柱面温度F (x, y)与z无关，所以我们其实是想求解一个与z无关

的温度分布u(x, y)。所以化为求解{
uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2,

u|x2+y2=a2 = F (x, y).

采用极坐标(r, θ)，其中x = r cos θ, y = r sin θ。则u(r, θ)满足{
urr +

1
rur +

1
r2
uθθ = 0, r < a, (a)

u|r=a = F (a cos θ, a sin θ) = f(θ). (b)
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（1）求满足（a）的变量分离的特解：令u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，则

R′′Θ+
1

r
R′Θ+

1

r2
RΘ′′ = 0,

r2(R′′ + 1
rR

′)

R
+

Θ′′

Θ
= 0,

因此可设存在常数λ使得

r2(R′′ + 1
rR

′)

R
= −Θ′′

Θ
= λ.

注意到Θ蕴含周期性条件（保证连续性）Θ(θ + 2π) = Θ(θ)，于是Θ构成固有值问题{
Θ′′ + λΘ = 0,

Θ(θ + 2π) = Θ(θ).

（2）解固有值问题：当λ = −ω2，通解为

Θ = Aeωθ +Be−ωθ,

此时无非零周期解；

当λ = 0时，通解为

Θ = Bθ +A,

有周期解

Θ = A.

当λ = ω2 > 0，通解为

Θ = A cos(ωθ) +B sin(ωθ),

满足周期条件的ω为ω = n, n ∈ N。

于是固有值问题的固有值及固有函数相应的为

λn = n2, n = 0, 1, 2, · · · ,

Θn = An cos(nθ) +Bn sin(nθ).

将λn = n2代入得

r2R′′ + rR′ − n2R = 0.

这是Euler方程，作变量代换r = et，则有

R′ = Ṙt′, R′′ = R̈(t′)2 + Ṙt′′,
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因此

r2(t′)2R̈+ (r2t′′ + rt′)Ṙ− n2R = 0,

即

R̈− n2R = 0,

因此

R0 = C0 +D0t = C0 +D0 ln r,

Rn = Cne
nt +Dne

−nt = Cnr
n +Dnr

−n, n ≥ 1.

由u在r = 0处的有界性，Dn = 0, n ≥ 0。因此令

R0 = 1, Rn = rn, n ≥ 1.

从而得到一族满足（a）的变量分离形式的特解

u0(r, θ) = R0Θ0 = A0, un(r, θ) = RnΘn = (An cosnθ +Bn sinnθ)r
n, n ≥ 1.

（3）由边界条件求定解问题：由叠加原理，级数

u(r, θ) = A0 +
∑
n≥1

(An cosnθ +Bn sinnθ)r
n

满足（a）。u(r, θ)满足边界条件当且仅当

f(θ) = A0 +
∑
n≥1

(An cosnθ +Bn sinnθ)a
n,

这是f(θ)在θ ∈ [0, 2π]上的Fourier展开，其中

A0 =
1

2π

∫ 2π

0
f(φ)dφ,

Ana
nπ =

∫ 2π

0
f(φ) cosnφdφ, Bna

nπ =

∫ 2π

0
f(φ) sinnφdφ,

即

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0
f(φ)dφ+

1

π

∑
n≥1

(

∫ 2π

0
f(φ) cosnφdφ cosnθ+

∫ 2π

0
f(φ) sinnφdφ sinnθ)(

r

a
)n.

当f(θ)连续时，u(r, θ)为古典解；由最大值原理，可得解的唯一性、稳定性。
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我们可以进一步化简所求的解，得到Poisson积分公式：

u(r, θ) =
1

2π

∫ 2π

0
f(φ)dφ+

1

π

∑
n≥1

(
r

a
)n
∫ 2π

0
f(φ) cosn(φ− θ)dφ

=
1

2π

∫ 2π

0
f(φ)[1 + 2

∑
n≥1

cosn(φ− θ)(
r

a
)n]dφ.

令

z =
r

a
ei(φ−θ),

则

cosn(φ− θ)(
r

a
)n = Re(zn),

1 + 2
∑
n≥1

cosn(φ− θ)(
r

a
)n

= 2Re(1 + z + z2 + · · · )− 1 = 2Re(
1

1− z
)− 1 = −1 +

1

1− z
+

1

1− z

=
2− 2Re(z)

1 + |z|2 − 2Re(z)
− 1 =

1− |z|2

1 + |z|2 − 2Re(z)

=
1− ( ra)

2

1 + ( ra)
2 − 2 r

a cos(φ− θ)
=

a2 − r2

a2 + r2 − 2ar cos(φ− θ)
,

从而我们有二维圆盘上Laplace方程Dirichlet边值问题的解的Poisson积分公式：

u(r, θ) =
a2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(φ)

a2 + r2 − 2ar cos(φ− θ)
dφ, r < a.

【注1】：△2u = 0的满足周期性条件的通解为

u(r, θ) = C0 +D0 ln r +
∑
n≥1

(An cosnθ +Bn sinnθ)(Cnr
n +Dnr

−n).

对于圆内域：D0 = Dn = 0；而对于圆外域上的有界解u：D0 = Cn = 0, n ≥ 1；对于

圆环域：Cn, Dn, n ≥ 0由边值确定。

【注2】：在单复变中，有著名的黎曼映射定理，一个一般的单连通区域可以通

过保角变换（全纯映射）映到单位圆盘，即有保角变换F : U → D。而且在保角变

换下，调和函数的调和属性仍保持，即在D上解出Laplace方程相应边值问题之后

可通过保角变换回去得到U上的相应解。但是Poisson方程齐次Dirichlet边值问题解

的一般存在性的严格证明经过Dirichlet，Riemann，Weierstrass，Hilbert，Poincare等

人的工作才完整建立。现在的标准证明需要结合实变函数、泛函分析、偏微分方

程理论。
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【例3】考虑1维热传导定解问题（h > 0）：
ut = a2uxx, t > 0, 0 < x < l,

ux(t, 0) = 0, ux(t, l) + hu(t, l) = 0,

u(0, x) = φ(x).

解：考虑变量分离形式的函数u(t, x) = T (t)X(x)，对X解固有值问题，叠加后由初

值φ(x)确定定解。设

u(t, x) = T (t)X(x),

则

T ′X = a2TX ′′,

T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ.

因此有固有值问题 {
X ′′ + λX = 0,

X ′(0) = 0, X ′(l) + hX(l) = 0

以及

T ′ + λa2T = 0.

解固有值问题：λ ≤ 0时固有值问题没有非零解。λ = µ2 > 0时，通解为

X = a cosµx+ b sinµx.

由X ′(0) = 0可知b = 0，X = a cosµx。从而，由X ′(l) + hX(l) = 0可见

−µ sin(µl) + h cos(µl) = 0,

tan(µl) =
h

µ
.

设µn为其第n个正根，则固有值问题的解为

λn = µ2n, n ∈ N; Xn(x) = An cos(µnx).

由

T ′ + a2µ2nT = 0,

得

Tn = Bne
−a2µ2

nt.
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设

u(t, x) =
∑
n≥1

Cne
−a2µ2

nt cos(µnx),

则由初值可见

u(0, x) =
∑
n≥1

Cn cos(µnx) = φ(x)

Cn =
1

∥ cos(µnx)∥2

∫ l

0
φ(x) cos(µnx)dx,

u(t, x) =

∞∑
n=1

2(l +
h

µ2n + h2
)−1

∫ l

0
φ(x) cos(µnx)dxe

−a2µ2
nt cos(µnx).

注：如果h = 0，此时固有值问题的解为

λn = (
nπ

l
)2, Xn = An cos

nπx

l
, n ≥ 0.

从而

Tn = Bne
−(anπ

l
)2t,

u(t, x) =
∑
n≥0

Cne
−(anπ

l
)2t cos

nπx

l
=

1

l

∫ l

0
φ(x)dx+

2

l

∑
n≥1

∫ l

0
φ(x) cos

nπx

l
dxe−(anπ

l
)2t cos

nπx

l
.

分离变量法主要步骤：（1）分离变量得到固有值问题；（2）解固有值问题得到

通解；（3）由定解条件确定通解中的叠加系数得到定解问题的形式解。下一次我们

将介绍分离变量法的理论基础，特别是固有值问题的Sturm-Liouville理论。

作业：9（4）：求解定解问题：{
utt = a2uxx + bux − u, t > 0, 0 < x < l,

u(t, 0) = u(t, l) = 0, u(0, x) = 0, ut(0, x) = ψ(x).

10（2）：求解边值问题（(r, θ)为极坐标）：
△2u = 0, a < r < b, 0 < θ < α(< 2π),

u|r=a = 0, ur|r=b = sin2 θ,

u|θ=0 = 0, u|θ=α = 0.

9（2）求定解问题：
ut = x2uxx + 3xux − 2u, t > 0, 1 < x < e,

u(t, 1) = u(t, e) = 0,

u(0, x) = 1
x [sin(π lnx)− sin(2π lnx)].
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§8.4 Sturm-Liouville固有值问题

在上一节利用分离变量法求解三类典型方程定解问题的例子中，我们都得到

一个相应的固有值问题。它们都是二阶线性常微分方程的边值问题。解固有值问

题的关键是所解出的固有函数系是否构成某相应函数空间中的完备正交系。例如，

两端固定的自由弦振动中{sin nπx
l }n≥1 为Fourier正弦展开的完备正交系；圆盘内稳

态温度场例子中{cosnθ, sinnθ}n≥0为Fourier展开中的完备正交系；两端绝热的热传

导问题中{cos nπx
l }n≥0为Fourier余弦展开的完备正交系。这是分离变量法求解的理

论基础。

考虑

b0(x)y
′′ + b1(x)y

′ + b2(x)y + λy = 0, x ∈ [a, b].

我们可以通过积分因子把它化为SL型方程。找积分因子ρ(x)：设ρ > 0, b0 > 0

ρb0y
′′ + ρb1y

′ = (ρb0y
′)′ − (ρb0)

′y′ + ρb1y
′,

因此要求

(ρb0)
′ = ρ′b0 + ρb′0 = ρb1,

从而
ρ′

ρ
=
b1 − b′0
b0

,

(log ρ)′ =
b1
b0

− (log b0)
′,

log ρ+ log b0 =

∫
b1
b0
,

ρ(x) =
1

b0(x)
exp

∫
b1
b0
.

因此得到

(ρb0y
′)′ + b2ρy + λρy = 0, k := ρb0 = exp

∫
b1
b0
.

另外，三类典型方程在柱坐标、球坐标下分离变量后都得到这种类型的方程。

所以，我们考虑如下Sturm-Liouville（SL）型的方程：

[k(x)y′]′ + [−q(x) + λρ(x)]y = 0, (1)

其中λ为参数，系数函数k, q, ρ在区间[a, b]上连续，并且k可微。通常假定

ρ|[a,b] > 0, k|(a,b) > 0, q|[a,b] ≥ 0.
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另外我们记固有值问题的边界条件为(bc)。从而，考虑Sturm-Liouville固有值问题：{
[k(x)y′]′ + [−q(x) + λρ(x)]y = 0, x ∈ (a, b)

(bc)

设当λ = λ0时该固有值问题有非零解y = φ(x)，则称λ0为该固有值问题特征值，

称y = φ(x)为相应的特征函数。

回顾两端固定自由弦振动对应的SL固有值问题：{
X ′′ + λX = 0, 0 < x < l,

X(0) = X(l) = 0.

它的特征值和相应的特征函数为

λn = (
nπ

l
)2, Xn(x) = sin(

nπx

l
), n ∈ N.

由Fourier级数理论知道，特征函数系Xn(x) = sin(nπxl ), n ∈ N在区间[0, l]上组成

一个完备的正交函数系。我们可以把[0, l]上满足f(0) = f(l) = 0的连续函数展开

成Fourier级数

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin(
nπx

l
).

这也是两端固定自由弦振动可用分离变量法求解的原因（每一时刻t0，u(t0, x)可用

这里{Xn}展开，因此解具有形式u(t, x) =
∑

n≥1 Tn(t)Xn(x)）。我们将把上述性质和

结论推广到一般的SL固有值问题。

对于y ∈ C2[a, b]，定义线性算子

Ly = −1

ρ

d

dx
(ky′) +

q

ρ
y.

则SL型方程（1）可表示成

Ly = λy.

定义函数空间L2
ρ,bc[a, b]及其内积为：

L2
ρ,bc[a, b] := {f(x)满足(bc)，且

∫ b

a
f2ρdx <∞},

< f, g >ρ:=

∫ b

a
fgρdx.

如果< f, g >ρ= 0，我们称f, g正交，记为f ⊥ρ g或简单记作f ⊥ g。
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计算

< Lf, g >ρ =

∫ b

a
[−1

ρ

d

dx
(kf ′) +

q

ρ
f ]gρdx

=

∫ b

a
[− d

dx
(kf ′) + qf ]gdx

= −kf ′g|ba +
∫ b

a
(kf ′g′ + qfg)dx,

因此

< Lf, g >ρ − < Lg, f >ρ= −[kf ′g − kfg′]ba.

从而当[kf ′g − kfg′]ba = 0时，

< Lf, g >ρ=< f,Lg >ρ,

此时称L为自共轭算子。

L为自共轭算子的一些充分条件：

（1）设(bc)为在x = a以及x = b分别满足三类齐次边界条件中的一种。对于第

一类、第二类齐次边界条件，显然f ′g−fg′在边界点为零。对第三类齐次边界条件，
即

y(a) +K(a)y′(a) = 0, y(b) +K(b)y′(b) = 0,

其中常数K ̸= 0。在该边界点

f ′g − fg′ = f ′(−Kg′)− (−Kf ′)g′ = 0.

因此对情形（1），L自共轭。

（2）设(bc)为周期性边界条件：X(a) = X(b), X ′(a) = X ′(b)且k(a) = k(b)。则

[kf ′g − kfg′](b)− [kf ′g − kfg′](a) = 0.

此时L也是自共轭的。

（3）自然边界条件：在边界处，k = 0, |y| <∞。

由之前计算，

< LX,X >ρ=

∫ b

a
[k(X ′)2 + qX2]dx− kX ′X|ba.

特别当(bc)为第一类，第二类齐次边界条件或周期性边界条件时

< LX,X >ρ=

∫ b

a
[k(X ′)2 + qX2]dx.
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对于第三类齐次边界条件

−kX ′X|ba = k(a)X(a)X ′(a)− k(b)X ′(b)X(b) = − k(a)

K(a)
X(a)2 +

K(b)

K(b)
X(b)2.

在热传导情形：K(a) < 0,K(b) > 0（由于边界处外法向的不同）。因此对于第一

类、第二类齐次边界条件，周期性边界条件，或者是第三类齐次边界条件且K(a) <

0,K(b) > 0时，对于X ̸= 0

< LX,X >ρ≥
∫ b

a
[k(X ′)2 + qX2]dx ≥ 0.

而且< LX,X >ρ= 0时必有q ≡ 0, X ′ ≡ 0，即q ≡ 0, X ≡ C。只能出现在两端

都为第二类齐次边界条件或周期性边界条件情形（第三类齐次边界条件情形假设

了K(a) < 0,K(b) > 0）。

与线性代数中对称阵的特征值和特征函数定义类似。定义

λ1 = inf
X ̸=0,X∈L2

ρ,bc[a,b]

< LX,X >ρ

< X,X >ρ
,

称为第一特征值。由变分原理取到最小值λ1的X ∈ L2
ρ,bc[a, b]必满足

LX = λ1X.

记

F1 = {X|LX = λ1X},

称为第一特征函数空间。定义

λ2 = inf
X⊥ρF1

< LX,X >ρ

< X,X >ρ
,

称为第二特征值，λ2 > λ1。其中取到极小值λ2的函数满足LX = λ2X，相应的有第

二特征函数空间

F2 = {X ⊥ρ F1|LX = λ2X}.

一般的，第n特征值和第n特征函数空间递归定义为

λn = inf
X⊥ρ{F1,··· ,Fn−1}

< LX,X >ρ

< X,X >ρ
,

Fn = {X ⊥ρ {F1, · · · , Fn−1}|LX = λnX}.

由泛函分析（自共轭紧算子）一般理论，

lim
n→∞

λn → +∞,
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并且特征函数Fn维数有限。特别由于LX = λnX，dim(Fn) ≤ 2。dim(Fn) = 2仅

出现在周期性边界条件情形。并且固有函数系在L2
ρ,bc[a, b]中是完备的，即：对任

意f ∈ L2
ρ,bc[a, b]，都有广义Fourier展开：当dim(Fn) = 1时

f(x) =
∑
n=1

anXn(x), Xn ∈ Fn,

或当dim(Fn) = 2时

f(x) =

∞∑
n=1

(anXn + bnYn), Xn, Yn ∈ Fn, Xn ⊥ρ Yn.

并且，对于不同的特征函数λm ̸= λn，Fm ⊥ρ Fn。事实上，由于L自共轭

< LXm, Xn >ρ= λm < Xm, Xn >ρ=< LXn, Xm >ρ= λn < Xn, Xm >ρ,

因此

< Xm, Xn >ρ= 0.

对每一个Fn可以正交化，从而可以得到L2
ρ,bc[a, b]的一组正交基。

取L2
ρ,bc[a, b]的一组完备的正交基{Xn}，则展开式

f(x) =
∑
n≥1

anXn(x)

中，系数

an =

∫ b
a f(x)Xn(x)ρ(x)dx

∥X∥2ρ
.

该展开式称为f的广义Fourier展开，an称为f关于{Xn}的广义Fourier系数。

所以说，分离变量法是一种广义Fourier展开法。而Sturm-Liouville理论保证了

求得的特征函数系的完备性，正交性（周期条件下需对每个特征函数空间进行正

交化）。

【例1】解固有值问题：{
y′′ + λy = 0, x ∈ (−l, l)
y′(−l) = y′(l) = 0.

解：k = 1, q = 0, ρ = 1。边界条件为第二类齐次边界条件。因此λ ≥ 0。对于零特征

值，有特征函数X = 1。

设λ = µ2 > 0, µ > 0，此时有通解

y(x) = a cosµx+ b sinµx.
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代入边界条件得 {
a sinµl + b cosµl = 0

−a sinµl + b cosµl = 0. (1)

若有非零解(a, b)，则 ∣∣∣∣∣ sinµl cosµl

− sinµl cosµl

∣∣∣∣∣ = sin 2µl = 0,

因此

µn =
nπ

2l
, n = 1, 2, · · ·

λn = µ2n = (
nπ

2l
)2, n ∈ N.

以µn代入（1），有解

a = cos
nπ

2
, b = sin

nπ

2
,

因此得

yn(x) = cos
nπ

2
cos

nπx

2l
+ sin

nπ

2
sin

nπx

2l
= cos

nπ(x− l)

2l
.

所以，固有值问题的解为

λn = µ2n = (
nπ

2l
)2, yn(x) = cos

nπ(x− l)

2l
, n ≥ 0.

【例2】解固有值问题{
x2y′′ + xy′ + λy = 0, x ∈ (1, e)

y(1) = y(e) = 0.

解：先化方程为SL型方程：

ρx2y′′ + xρy′ + λρy = (ρx2y′)′ − (ρx2)y′ + xρy′ + λρy,

要求

(ρx2)′ − ρx = 0,

从而

x2ρ′ + 2xρ− xρ = x2ρ′ + xρ = 0,

xρ′ + ρ = (xρ)′ = 0.

令ρ = 1
x，则有 {

(xy′)′ + λ 1
xy = 0, x ∈ (1, e),

y(1) = y(e) = 0.
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这里k = x, q = 0, ρ = 1
x。因此λ > 0，dim(Fn) = 1。求Euler方程

x2y′′ + xy′ + λy = 0

的通解。令t = lnx，则方程化为

ÿ + λy = 0, λ = µ2 > 0,

因此

y = a cosµt+ b sinµt = a cos(µ lnx) + b sin(µ lnx).

由y(1) = y(e) = 0得

a = 0, b sinµ = 0,

因此

µn = nπ, n ∈ N,

从而

λn = (nπ)2, yn(x) = sin(nπ lnx), ρ =
1

x
.

特别， ∫ e

1
yn(x)ym(x)

1

x
dx =

∫ 1

0
sin(nπt) sin(mπt)dt = 0.

作业：2.解固有值问题：{
y′′ − 2ay′ + λy = 0, x ∈ (0, 1),

y(0) = y(1) = 0.

{
(r2R′)′ + λr2R = 0, 0 < r < a,

|R(0)| < +∞, R(a) = 0.

{
y(4) + λy = 0, x ∈ (0, l),

y(0) = y(l) = y′′(0) = y′′(l) = 0.
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§8.5 分离变量法求解偏微分方程：进一步例子

【例1】求解 
△2u = 0, 1 < r < e, 0 < θ < π

2 ,

u|r=1 = u|r=e = 0,

u|θ=0 = 0, u|θ=π
2
= g(r).

解：对r解固有值问题。令u = R(r)Θ(θ)。由

△2 = ∂2r +
1

r
∂r +

1

r2
∂2θ ,

可得

(R′′ +
1

r
R′)Θ +

R

r2
Θ′′ = 0,

即
R′′ + 1

rR
′

1
r2
R

+
Θ′′

Θ
= 0.

因此， {
R′′ + 1

rR
′ + λ

r2
R = 0,

R(1) = R(e) = 0 (1)

Θ′′ − λΘ = 0. (2)

固有值问题（1）需要化为SL型：

rR′′ +R′ +
λ

r
R = 0,

(rR′)′ +
λ

r
R = 0.

即

k = r, q = 0, ρ =
1

r
.

求解欧拉方程

r2R′′ + rR′ + λR = 0,

令t = ln r，则（1）转化为 {
R̈+ λR = 0,

R(t = 0) = R(t = 1) = 0.

此固有值问题λ > 0（通过分部积分也可知），其解为

Rn(t) = sinnπt, λn = (nπ)2,
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即

Rn(r) = sin(nπ ln r), λn = (nπ)2.

由

Θ′′
n − λ2nΘn = 0,

可得

Θn = An cosh(nπθ) +Bn sinh(nπθ).

令

u(r, θ) =
∑
n≥1

[An cosh(nπθ) +Bn sinh(nπθ)] sin(nπ ln r).

由

u(r, 0) =
∑
n≥1

An sin(nπ ln r) = 0,

可得An = 0。因此 ∑
n≥1

Bn sinh
nπ2

2
sin(nπ ln r) = g(r),

Bn =

∫ e
1 g(r) sin(nπ ln r)

1
rdr

sinh(nπ
2

2 )
∫ e
1 sin2(nπ ln r)1rdr

.

【例】求解三维静电场边值问题（出现多重Fourier级数）
uxx + uyy + uzz = 0, x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]

u(0, y, z) = u(a, y, z) = 0, u(x, 0, z) = u(x, b, z) = 0,

u(x, y, 0) = 0, u(x, y, c) = φ(x, y).

解：分离变量u = X(x)Y (y)Z(z)，代入方程得

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+
Z ′′

Z
= 0.

因此三项都为常数，结合边界条件可得{
X ′′ + λX = 0,

X(0) = X(a) = 0{
Y ′′ + µY = 0,

Y (0) = Y (b) = 0

Z ′′ − (λ+ µ)Z = 0.
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解得

Xm(x) = sin(
mπx

a
), λm = (

mπ

a
)2, m ∈ N

Yn(y) = sin(
nπy

b
), µn = (

nπ

b
)2, n ∈ N

Zmn(z) = amn cosh(νmnz) + bmn sinh(νmnz), νmn =
√
λm + µn.

因此，通解为

u =
∑
m≥1

∑
n≥1

Zmn sin
mπx

a
sin

nπy

b
.

由z = 0处边界条件得∑
m≥1

∑
n≥1

amn sin
mπx

a
sin

nπy

b
= 0,

amn = 0, m ≥ 1, n ≥ 1.

由z = c处边界条件得∑
m≥1

∑
n≥1

bmn sinh(νmnc) sin
mπx

a
sin

nπy

b
= φ(x, y).

{sin mπx
a sin nπy

b }m≥1,n≥1构成L2
bc([0, a]× [0, b])的正交基，因此

bmn =
1

sinh(νmnc)

4

ab

∫ a

0

∫ b

0
φ(x, y) sin

mπx

a
sin

nπy

b
dxdy.

【例】求解
uxx + uyy + uzz = 0, x ∈ [0, a], y ∈ [0, b], z ∈ [0, c]

u|x=0 = ux|x=a = 0, uy|y=0 = u|y=b = 0,

u|z=0 = 0, u|z=c = φ(x, y).

解：分离变量u = X(x)Y (y)Z(z)，代入方程得

X ′′

X
+
Y ′′

Y
+
Z ′′

Z
= 0.

因此三项都为常数，结合边界条件可得{
X ′′ + λX = 0,

X(0) = X ′(a) = 0{
Y ′′ + µY = 0,

Y ′(0) = Y (b) = 0
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Z ′′ − (λ+ µ)Z = 0.

λ > 0, µ > 0，解得

Xm(x) = sin(
(2m+ 1)πx

2a
), λm = (

(2m+ 1)π

2a
)2, m ≥ 0

Yn(y) = cos(
(2n+ 1)πy

2b
), µn = (

(2n+ 1)π

2b
)2, n ≥ 0

Zmn(z) = amn cosh(νmnz) + bmn sinh(νmnz), νmn =
√
λm + µn.

因此，通解为

u =
∑
m≥0

∑
n≥0

[amn cosh(νmnz) + bmn sinh(νmnz)] sin
(2m+ 1)πx

2a
cos

(2n+ 1)πy

2b
.

由边界条件u|z=0 = 0得amn = 0。由u|z=c = φ(x, y)得∑
m≥0

∑
n≥0

bmn sinh(νmnc) sin
(2m+ 1)πx

2a
cos

(2n+ 1)πy

2b
= φ(x, y).

从而

bmn =
1

sinh(νmnc)

4

ab

∫ a

0

∫ b

0
φ(x, y) sin

(2m+ 1)πx

2a
cos

(2n+ 1)πy

2b
dydx, m, n ≥ 0.

【例】求解二维双拉普拉斯方程所有分离变量形式的解{
△2u = ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
)2u = 0, 0 < x < l

u|x=0 = u|x=l = 0.

解：令u = X(x)Y (y)，代入得

X(4)Y + 2X ′′Y ′′ +XY (4) = 0. (1)

因此
X(4)

X
+ 2

X ′′

X

Y ′′

Y
+
Y (4)

Y
= 0.

对y求导得

2
X ′′

X
(
Y ′′

Y
)′ + (

Y (4)

Y
)′ = 0.

因此

X ′′ = −λX, X(4) = λ2X;

代入（1）得

Y (4) − 2λY ′′ + λ2Y = 0. (2)
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由定解条件得

X(0) = X(l) = 0,

从而有固有值问题 {
X ′′ + λX = 0,

X(0) = X(l) = 0.

有解

Xn(x) = sin
nπx

l
, λn = (

nπ

l
)2, n ≥ 1.

求解（2）

Y (4) − 2(
nπ

l
)2Y ′′ + (

nπ

l
)4Y = 0. (2)

其特征多项式有特征值±nπ
l（分别两重），因此有通解

Yn(y) = (An +Bny) cosh
nπy

l
+ (Cn +Dny) sinh

nπy

l
.

所以原问题得分离变量形式的解为

[(An +Bny) cosh
nπy

l
+ (Cn +Dny) sinh

nπy

l
] sin

nπx

l
, n ≥ 1.
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§8.6 非齐次问题分离变量法求解

在之前的定解问题中，我们考虑齐次泛定方程和齐次边界条件。对于非齐次定

解问题的求解，常用的方法包括：（1）对于非齐次泛定方程：固有函数法（Fourier方

法），特解法；（2）非齐次边界条件：特解法。

【例】求解 
utt = a2uxx + f(t, x), t > 0, 0 < x < l,

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x).

解：令u = v + w，使得 
vtt = a2vxx, t > 0, 0 < x < l,

v|x=0 = v|x=l = 0,

v|t=0 = φ(x), vt|t=0 = ψ(x).
wtt = a2wxx + f(t, x), t > 0, 0 < x < l,

w|x=0 = w|x=l = 0,

w|t=0 = 0, wt|t=0 = 0.

v的求解同之前用分离变量法求解。

求解w(t, x)：先考虑它对应的齐次问题{
wtt = a2wxx, (1)

w(t, 0) = w(t, l) = 0.

的固有值问题 {
X ′′ = −λX,
X(0) = X(l) = 0.

求解它的固有值问题及固有函数，我们知道它的固有函数系构成L2的完备正交基，

由此也可求得w的齐次问题（1）的一族变量分离形式的特解。更关键的是w(t, x)（一

般不是变量分离形式）可以展开成固有函数系的级数。因此由固有值问题的解

Xn(x) = sin
nπx

l
, λn = (

nπ

l
)2, n ∈ N,

w(t, x), f(t, x)可展开为

w(t, x) =
∑
n≥1

Tn(t) sin
nπx

l
,
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f(t, x) =
∑
n≥1

fn(t) sin
nπx

l
.

由w(t, x)的泛定方程及初始条件得Tn(t)的初值问题{
T ′′
n = −a2λnTn + fn,

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 0.

利用第六章知识求解Tn(t)，从而得到

u = v + w = v +
∑
n≥1

Tn(t) sin
nπx

l
.

【例】求解 
ut = a2uxx + f(t, x), 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = 0.

解：Fourier方法。由齐次泛定方程与边界条件对应的固有值问题{
X ′′ = −λX,
X(0) = X(l) = 0.

可解得完备正交基{sin nπx
l }n≥1。令

f(t, x) =
∑
n≥1

fn(t) sin
nπx

l
,

其中

fn(t) =
2

l

∫ l

0
f(t, x) sin

nπx

l
.

待定

u(t, x) =
∑
n≥1

Tn(t) sin
nπx

l
,

由方程和初始条件得 {
T ′
n = −a2(nπl )

2Tn + fn(t),

Tn(0) = 0.

【例】求解Poisson方程边值问题{
△2u = 12(x2 − y2), a < r < b

u|r=a = 1, ∂u
∂ν |r=b = 0.
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解法一（Fourier方法）：先分离变量法解对θ解固有值问题得到完备正交基，然后待

定与r有关的系数求解。令u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，则

R′′Θ+
1

r
R′Θ+

1

r2
RΘ′′ = 0,

r2(R′′ + 1
rR

′)

R
+

Θ′′

Θ
= 0,

因此可设存在常数λ使得

r2(R′′ + 1
rR

′)

R
= −Θ′′

Θ
= λ.

由周期性条件Θ(θ + 2π) = Θ(θ)，于是Θ构成固有值问题{
Θ′′ + λΘ = 0,

Θ(θ + 2π) = Θ(θ).

λ ≥ 0，固有值问题的固有值及固有函数相应的为

λn = n2, n = 0, 1, 2, · · · ,

Θn = An cos(nθ) +Bn sin(nθ).

设

u(r, θ) = A0(r) +
∑
n≥1

[An(r) cosnθ +Bn(r) sinnθ].

代入方程

△2u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 12r2 cos 2θ,

可得A0(r), An(r), Bn(r)分别满足的二阶常微分方程（Euler方程）。由边界条件得

A0(a) = 1, An(a) = Bn(a) = 0, n ≥ 1;

A′
0(b) = A′

n(b) = B′
n(b) = 0, n ≥ 1.

除了A0(r) ≡ 1, A2(r) = Cr2 +Dr−2 + r4，其余系数An(r) ≡ 0, Bn(r) ≡ 0。

由分部积分，方程的解唯一。

解法二（特解法）：令v = x4−y4 = r4 cos 2θ，显然△v = 12(x2−y2)。令u = v+w，

则w满足 {
△w = 0,

w|r=a = 1− a4 cos 2θ, wr|r=b = −4b3 cos 2θ.
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二维拉普拉斯方程通解为

w = (a0 + b0 ln r) +
∑
n≥1

(anr
n + bnr

−n)(cn cosnθ + dn sinnθ).

代入边界条件确定系数及w。

之前的方程中边界固有值问题都可以根据分离变量法以及相应的齐次边界条

件或周期性边界条件直接建立。

【例】求解定解问题
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u|x=0 = 0, u|x=l = sin bt,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x).

解：先找满足边界条件的特解。令

v(t, x) =
x

l
sin bt,

u = v + w,

则w满足 
wtt = utt − vtt = a2wxx +

b2

l x sin bt, 0 < x < l, t > 0,

w|x=0 = 0, w|x=l = 0,

w|t=0 = φ(x), wt|t=0 = ψ(x)− b
lx.

然后可以用Fourier方法求解。

对于一般的三类非齐次边界条件{
(α1v − β1vx)x=a = g1(t),

(α2v + β2vx)x=b = g2(t)

的齐次化，可尝试用v(t, x) = A(t)x+B(t)，它需要满足{
(α1a− β1)A(t) + α1B(t) = g1(t),

(α2b+ β2)A(t) + α2B(t) = g2(t)

若无解，尝试v(t, x)为x的二次函数。

作业：13（1），14（1）
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§8.7 Legendre方程与幂级数解法

继续考虑三类方程的定解问题在三维欧氏空间中的球坐标或柱坐标下的分离

变量法。此时固有值问题对应的是变系数线性常微分方程，其解为一些特殊函数。

三个典型方程：

utt = a2△3u (1)

ut = a2△3u, (2)

△3u = 0. (3)

在（1）（2）中令u(t, x, y, z) = T (t)v(x, y, z)，则分离变量分别得到

T ′′

a2T
=

△3v

v
= −K,

T ′′

a2T
=

△3v

v
= −K.

所以需要进一步求解Helmholtz方程

△3v +Kv = 0.

对v的进一步变量分离依赖于坐标系的选取。有三类重要的正交坐标：直角

坐标系，球坐标，柱坐标。当区域为长方体时，在直角坐标系下变量分离比较简

单：v = X(x)Y (y)Z(z)，
X ′′

X
+
Y ′′

Y
+
Z ′′

Z
+K = 0,

X ′′ + λX = 0, · · ·

其通解为三角函数、指数函数或一次多项式，具体的固有值及固有函数由边界条

件确定。

对于球体或其一部分，采用球坐标(r, θ, φ)，其中r = |x|, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]

(x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ).

从而
∂

∂r
=
∂x

∂r
∂x +

∂y

∂r
∂y +

∂z

∂r
∂z = sin θ cosφ∂x + sin θ sinφ∂y + cos θ∂z,

∂

∂θ
= r cos θ cosφ∂x + r cos θ sinφ∂y − r sin θ∂z,

∂

∂φ
= −r sin θ sinφ∂x + r sin θ cosφ∂y.
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特别，{ ∂
∂r ,

∂
∂θ ,

∂
∂φ}两两正交。在球坐标下

△3 =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
.

设v = R(r)Θ(θ)Φ(φ)，则Helmholtz方程化为

△3v

v
+K =

1
r2
(r2R)′

R
+

1

r2
[

1

sin θ

(sin θΘ′)′

Θ
+

1

sin2 θ

Φ′′

Φ
] +K = 0.

因此，Φ′′/Φ为常数，因此化为求解 Φ′′ + µΦ = 0, (a)
1
r2

(r2R)′

R + 1
r2
[ 1
sin θ

(sin θΘ′)′

Θ − µ
sin2 θ

] +K = 0.

同样
1

sin θ

(sin θΘ′)′

Θ
− µ

sin2 θ
= −λ,

即
1

sin θ
(sin θΘ′)′ + (λ− µ

sin2 θ
)Θ = 0. (b)

从而
1
r2
(r2R)′

R
+

−λ
r2

+K = 0,

即
1

r2
(r2R)′ + (K − λ

r2
)R = 0. (c)

(c)称为球Bessel方程。特别，当K = 0时(c)可化为欧拉方程

r2R′′ + 2rR′ − λR = 0.

对于(b)，作自变量代换x = cos θ ∈ [−1, 1]，并记y(x) = Θ(arccosx) = Θ(θ)，则

Θ′(θ) = −y′(x) sin θ,

Θ′′(θ) = y′′(x) sin2 θ − y′ cos θ,

因此(b)化为

y′′(x) sin2 θ − y′ cos θ +
cos θ

sin θ
(−y′ sin θ) + (λ− µ

sin2 θ
)y = 0,

即

(1− x2)y′′ − 2xy′ + (λ− µ

1− x2
)y = 0.
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它可化为SL型方程

[(1− x2)y′]′ + (λ− µ

1− x2
)y = 0, (Legendre)

其中k = 1− x2, q = µ
1−x2 , ρ = 1（此时x = ±1为k的1阶零点，为q的1阶极点，SL理论

仍适用）。当µ = 0时，

[(1− x2)y′]′ + λy = 0, (Legendre)

称为Legendre方程。

【例】在半径为a的接地金属球壳内距离球心b的P点处有点电荷4πϵq，求球内

电位。

解：设球内电位为U = u0 + u，其中u0为点电荷产生的电位，u为金属球壳

上因点电荷所产生的感应电荷所对应的电位。取P在z正半轴上，即P = (0, 0, b)，

则u0(Q) = q
|Q−P |。u满足{

△3u = 0,

u|r=a = −u0|r=a = − q√
a2+b2−2ab cos θ

.

因u(r, θ, φ)关于z轴旋转对称，u与φ无关。记为u(r, θ)，此时

△3u =
1

r2
∂

∂r
(r2

∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂u

∂θ
) = 0.

设u = R(r)Θ(θ)，则
(r2R′)′

R
+

1

sin θ

(sin θΘ′)′

Θ
= 0.

因此
1

sin θ
(sin θΘ′)′ + λΘ = 0,

(r2R′)′ − λR = 0.

固有值问题为 {
1

sin θ (sin θΘ
′)′ + λΘ = 0, 0 < θ < π,

|Θ(0)| <∞, |Θ(π)| <∞.

令x = cos θ ∈ [−1, 1]，y(x) = Θ(arccosx) = Θ(θ)，则它化为{
[(1− x2)y′]′ + λy = 0, −1 < x < 1,

|y(±1)| <∞.

我们将用幂级数法求解Legendre方程，特别是上述固有值问题。幂级数法的理

论基础是柯西利用优级数法建立的初值问题解析解（收敛的幂级数解）的存在性

和唯一性定理，参见章节7.1。
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Theorem 8.7.1.（柯西定理）如果f(x, y)在(x0, y0)解析，即在某矩形区域|x−x0| ≤
a, |y − y0| ≤ b上可以展成收敛幂级数

f(x, y) =
∞∑

i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j ,

则初值问题
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0

在x0的某个邻域内有唯一的解析解，即唯一解y = y(x)可以展开成收敛幂级数

y =

∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n.

对于微分方程组

dyk
dx

= fk(x, y1, · · · , yn), yk(x0) = yk, k = 1, · · · , n,

其中fk解析，柯西定理仍然成立，即存在唯一的解析解。通过把高阶方程转化为微

分方程组，可以得到如下定理。

Theorem 8.7.2. 设方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

中p(x), q(x)在|x−x0| < r上可以展成(x−x0)的收敛幂级数，则方程在|x−x0| < r上

有收敛的幂级数解

y =

∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n,

其中C0, C1是两个任意常数（可通过在x0的初值条件来决定，即C0 = y0, C1 = y′0），

而Cn(n ≥ 2)可以由C0, C1递推确定。

由此，Legendre方程

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

λ

1− x2
y = 0, −1 < x < 1,

在|x| < 1上有解析解。

设

y(x) =
∑
n≥0

anx
n,
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an为待定常数。则

(1− x2)y′′ =
∑
n≥2

n(n− 1)an(x
n−2 − xn) =

∑
n≥0

(n+ 2)(n+ 1)an+2x
n −

∑
n≥0

n(n− 1)anx
n,

−2xy′ = −
∑
n≥1

2nanx
n = −

∑
n≥0

2nanx
n,

代入Legendre方程得∑
n≥0

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an − 2nan + λan]x
n = 0,

因此

(n+ 1)(n+ 2)an+2 = [n(n+ 1)− λ]an.

接下来可以通过此递推公式确定an，求解Legendre方程的固有值问题{
[(1− x2)y′]′ + λy = 0, −1 < x < 1,

|y(±1)| <∞.

Sturm-Liouville定理中包含情形：当x = a(或x = b)是k(x)的至多一阶零点，

是q(x)的至多一阶极点，且|X(a)| < ∞ (或|X(b)| < ∞)。此时同样有λ ≥ 0。记λ =

l(l + 1), l ≥ 0。

（1）当l不是整数时，可分别令a0 ̸= 0, a1 = 0以及a0 = 0, a1 ̸= 0得到线性无关

的无穷幂级数解y1, y2，此时

an+2

an
=
n(n+ 1)− l(l + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
∼ 1− 2

n
,

y1, y2的收敛半径为1，且在x = ±1都发散。此时l(l + 1)不是固有值。

（2）设l为整数，

ak+2 =
k(k + 1)− l(l + 1)

(k + 1)(k + 2)
ak =

(k − l)(k + l + 1)

(k + 1)(k + 2)
ak.

当l = n为偶数时，取a0 ̸= 0, a1 = 0，则

al+2 = al+4 = · · · = 0,

因此得到y = Pn(x)为n次多项式。令an = (2n)!
2n(n!)2

，则由

ak = ak+2
(k + 1)(k + 2)

(k − n)(k + n+ 1)
,
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可得

an−2k = an
(n− 2k + 1)(n− 2k + 2) · · · (n− 1)n

(−2k)(−2k + 2) · · · (−2)(2n− 2k + 1) · · · (2n− 1)

=
(2n)!

2n(n!)2
(n− 2k + 1)(n− 2k + 2) · · · (n− 1)n(−1)k

2kk!(2n− 2k + 1) · · · (2n− 1)

=
(−1)k

2n(k!)

(2n)!n!/(n− 2k)!

2k(n!)2(2n− 1)(2n− 3) · · · (2n− 2k + 1)

=
(−1)k

2n(k!)

(2n)(2n− 2) · · · (2n− 2k + 2)(2n− 2k)!

2k(n!)(n− 2k)!

=
(−1)k

2n(k!)

2kn!/(n− k)!(2n− 2k)!

2k(n!)(n− 2k)!

=
(−1)k

2n(k!)

(2n− 2k)!

(n− k)!(n− 2k)!
,

Pn(x) =

n/2∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

当l = n为奇数时，取a0 = 0, a1 ̸= 0，则

an+2 = an+4 = · · · = 0,

因此得到y = Pn(x)为n次多项式，取an = (2n)!
2n(n!)2

，则an−2k, Pn(x)可类似求得。

综合可得，当l = n为整数时

Pn(x) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Pn(x)称为n阶Legendre多项式（第一类Legendre多项式）。特别，

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x).

一般的，Pn(−x) = (−1)nPn(x)。

由Liouville公式，可解得Legendre方程

y′′ − 2x

1− x2
y′ +

n(n+ 1)

1− x2
y = 0
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的另一个线性无关解（见(6.56)）

Qn(x) = P (x)

∫
1

P 2
n(x)

e
∫

2x
1−x2

dx
dx = Pn(x)

∫
1

Pn(x)2(1− x2)
dx,

称为第二类Legendre函数。进一步计算可得

Qn(x) =
1

2
Pn(x) ln

1 + x

1− x
−

[n+1
2

]∑
k=1

2n− 4k + 3

(2k − 1)(n− k + 1)
Pn−2k+1(x).

可见，当x→ ±1时，Qn(x) → ∞。

当l = 0, 1, 2, · · ·，Legendre方程的通解为

y = C1Pn(x) + C2Qn(x).

综合可知，固有值问题的固有值为

λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, · · ·

相应的固有函数为Pn(x)，并且{Pn(x)}构成L2[−, 1]的完备正交基。

作业：7-2：3. 求解Hermite方程

y′′ − 2xy′ + λy = 0, −∞ < x <∞

其中λ为常数。
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§8.8 球坐标下求拉普拉斯方程轴对称解

Legendre方程的固有值问题{
[(1− x2)y′]′ + λy = 0, −1 < x < 1,

|y(±1)| <∞.

固有值为

λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, · · ·

相应的固有函数为Pn(x)，并且{Pn(x)}构成L2[−, 1]的完备正交基。其中

Pn(x) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Pn(x)称为n阶Legendre多项式。特别，

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x).

一般的，Pn(−x) = (−1)nPn(x)。一般n次多项式pn(x)可用Legendre多项式{P0(x), P1(x), · · · , Pn(x)}展
开。

Legendre多项式的微分表示（Rodrigues公式）：

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.

证明：由二项式公式得

(x2 − 1)n =
n∑

k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
x2n−2k,

因此

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n =

1

2nn!

n∑
k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (2n− 2k − n+ 1)xn−2k

=
1

2nn!

[n
2
]∑

k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!

(2n− 2k)!

(n− 2k)!
xn−2k

= Pn(x).
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Legendre多项式的生成函数（母函数）：

G(x, t) := (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

∞∑
n=0

Pn(x)t
n, t, x ∈ (−1, 1).

证明：容易验证

(1− x2)Gxx − 2xGx + t2Gtt + 2tGt = 0.

记

G(x, t) =

∞∑
n=0

fn(x)t
n,

代入上述方程得
∞∑
n=0

[(1− x2)f ′′n − 2xf ′n + n(n+ 1)fn]t
n = 0.

又有

fn(±1) =
1

n!

dn

dtn
G(±1, t)|t=0.

所以fn(x) = Pn(x)。

Laplace方程在球坐标下的轴对称边值问题：设轴对称函数u = u(r, θ, φ) =

u(r, θ)满足△3u = 0，即

1

r2
∂

∂r
(r2

∂u

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂u

∂θ
) = 0. (1)

令u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，则分离变量得

r2△3u

u
=

(r2R′)′

R
+

1

sin θ

(sin θΘ′)′

Θ
= 0,

因此 {
1

sin θ (sin θΘ
′)′ + λΘ = 0,

(r2R′)′ − λR = 0.

从而建立固有值问题 {
1

sin θ (sin θΘ
′)′ + λΘ = 0, θ ∈ (0, π)

|Θ(0)| <∞, |Θ(π)| <∞.

令x = cos θ, y(x) = Θ(arccosx)，则它等价于{
[(1− x2)y′]′ + λy = 0, −1 < x < 1,

|y(±1)| <∞.
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其解为 {
λn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, · · · ,
Xn(x) = Pn(x).

即当λn = n(n+ 1)时，有相应固有函数

Θn(θ) = Pn(cos θ), n = 0, 1, 2, · · ·

对于λn求解相应的关于R(r)的方程（欧拉方程）

r2R′′ + 2rR′ − n(n+ 1)R = 0

得到通解

Rn(r) = Cnr
n +Dnr

−n−1.

因此△3u = 0的轴对称的通解（在球坐标下）为

u(r, θ) =
∞∑
n=0

(Cnr
n +Dnr

−n−1)Pn(cos θ).

（首先利用固有函数系（Legendre多项式）的完备性可以由Pn(cos θ)展开，代入方

程（1）并利用固有函数系的正交性，Rn(r)为如上形式。）

特别的，球内问题通解为

u(r, θ) =

∞∑
n=0

Cnr
nPn(cos θ),

球外问题通解为

u(r, θ) = C0 +

∞∑
n=0

Dnr
−n−1Pn(cos θ).

由通解确定系数需要利用固有函数系的正交性以及其范数。首先，

1

sin θ
(sin θΘ′)′ + λΘ = 0

对应SL型方程

(sin θΘ′)′ + λ sin θΘ = 0,

即k = ρ = sin θ, q = 0。固有函数的正交性条件为

0 =

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx =

∫ π

0
Pm(cos θ)Pn(cos θ) sin θdθ, m ̸= n.
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设f(x) ∈ L2[−1, 1]有广义Fourier展开

f(x) =

∞∑
n=0

cnPn(x),

则

cn =
1

∥Pn(x)∥2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x)dx, ∥Pn(x)∥2 :=

∫ 1

−1
P 2
n(x)dx.

Pn(x)的L2[−1, 1]范数∥Pn(x)∥2可利用它的生成函数来求得：由生成函数定义，

(1− 2xt+ t2)−1 =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Pn(x)Pm(x)tn+m, |t| < 1,

因此由正交性 ∫ 1

−1

dx

1− 2xt+ t2
=

∞∑
n=0

∫ 1

−1
P 2
n(x)dxt

2n.

另一方面可直接计算积分∫ 1

−1

dx

1− 2xt+ t2
= − 1

2t

∫ 1

−1

d

dx
ln(1− 2xt+ t2)dx

= − 1

2t
ln

(1− t)2

(1 + t)2
=

1

t
[ln(1 + t)− ln(1− t)]

=
1

t
[

∞∑
k=1

(−1)k−1 1

k
tk −

∞∑
k=1

−1

k
tk]

=
∞∑
n=0

1

t

2

2n+ 1
t2n+1

=
∞∑
n=0

2

2n+ 1
t2n.

因此 ∫ 1

−1
P 2
n(x)dx =

∫ π

0
P 2
n(cos θ) sin θdθ =

2

2n+ 1
.

【例1】在半径为a的接地金属球壳内距离球心b的P点处有点电荷4πϵq，求球内

电位。

解：设球内电位为U = u0 + u，其中u0为点电荷产生的电位，u为金属球壳

上因点电荷所产生的感应电荷所对应的电位。取P在z正半轴上，即P = (0, 0, b)，

则u0(Q) = q
|Q−P |。u满足{

△3u = 0,

u|r=a = −u0|r=a = − q√
a2+b2−2ab cos θ

.
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由固有值问题的解及通解的表达式，设

u =

∞∑
n=0

An(
r

a
)nPn(cos θ),

代入边界条件，并利用生成函数

G(x, t) := (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

∞∑
n=0

Pn(x)t
n

得

u|r=a =

∞∑
n=0

AnPn(cos θ)

= −u0|r=a = − q√
a2 + b2 − 2ab cos θ

= −q
a
(1− 2

b

a
cos θ + (

b

a
)2)−

1
2

= −q
a

∞∑
n=0

Pn(cos θ)(
b

a
)n

因此

An = −q
a
(
b

a
)n,

u = −q
a

∞∑
n=0

(
rb

a2
)nPn(cos θ)

= −q
a
(1− 2

br

a2
cos θ + (

br

a2
)2)−

1
2

= −aq
b
[(
a2

b
)2 − 2

a2

b
r cos θ + r2]−

1
2

:=
q′

ρ′
,

其中

q′ = −aq
b
, ρ′ = [(

a2

b
)2 − 2

a2

b
r cos θ + r2]

1
2 .

即感应电荷等效于在P关于球面的对称点位置(0, 0, a
2

b )处放置(−4πϵaqb )的虚设电荷

产生的电场。所求电位

U =
q

ρ
+
q′

ρ′
.

【例2】设半球球面保持稳定温度u0（常数），底面保持零度，求半球内温度分

布。



§8.8 球坐标下求拉普拉斯方程轴对称解 191

解：设温度为u，u轴对称，满足
△u = 0, θ ∈ [0, π), r < a,

u|θ=π
2
= 0,

u|r=a = u0.

考虑分离变量：u(r, θ) = R(r)Θ(θ)，可得到固有值问题{
1

sin θ (sin θΘ
′)′ + λΘ = 0, 0 ≤ θ < π

2 ,

|Θ(0)| <∞, Θ(π2 ) = 0,

当且仅当λ = n(n + 1), n = 0, 1, 2, · · ·时有在θ = 0处有界的解Θn(θ) = Pn(cos θ)。另

外由Θ(π2 ) = Pn(x = 0) = 0可得n为奇数。因此固有值问题的解为{
λn = (2n+ 1)(2n+ 2), n = 0, 1, 2, · · · ,
Θn(θ) = P2n+1(cos θ).

令

u(r, θ) =

∞∑
n=0

An(
r

a
)2n+1P2n+1(cos θ),

代入

u|r=a =
∞∑
n=0

AnP2n+1(cos θ) = u0,

可得

An

∫ π
2

0
P 2
2n+1(cos θ) sin θdθ = u0

∫ π
2

0
P2n+1(cos θ) sin θdθ = u0

∫ 1

0
P2n+1(x)dx,

又由 ∫ 1

−1
P 2
n(x)dx =

∫ π

0
P 2
n(cos θ) sin θdθ =

2

2n+ 1
.

因此

An = (4n+ 3)u0

∫ 1

0
P2n+1(x)dx,

u(r, θ) =

∞∑
n=0

(4n+ 3)u0

∫ 1

0
P2n+1(x)dx(

r

a
)2n+1P2n+1(cos θ).

注：球坐标下三维Laplace方程△3u = 0的通解为

u(r, θ, φ) =

+∞∑
n=0

n∑
m=0

(Anr
n +Bnr

−(n+1))Pm
n (cos θ)(Cnm cosmφ+Dnm sinmφ),



192 第八章 边值问题

其中Pm
n 为m(≤ n)阶Legendre方程固有值问题的固有函数（转化为Legendre方程求

得）。

注：Helmholtz方程在柱坐标下的分离变量：取柱坐标(r, θ, z)，其中x = r cos θ, y =

r sin θ。则

△3 =
1

r

∂

∂r
(r
∂

∂r
) +

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
.

令v(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z)，代入Helmholtz方程得

1
r (rR

′)′

R
+

1

r2
Θ′′

Θ
+
Z ′′

Z
+K = 0.

因此有 
Z ′′ + µZ = 0,

Θ′′ + σΘ = 0,
1
r (rR

′)′ + (K − µ− σ
r2
)R = 0.

记λ = K − µ, σ = ν2，则

(rR′)′ + (λr − ν2

r
)R = 0,

它是SL型的，k = r, q = ν2

r , ρ = r。

当λ > 0时作自变量代换x =
√
λr，并记y(x) = R( x√

λ
) = R(r)，则

R′(r) =
√
λy′(x), R′′(r) = λy′′(x),

代入得

rλy′′ +
√
λy′ + (λr − ν2

r
)R = 0,

乘以r得

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, (Bessel)

称为ν阶Bessel方程。ν阶Bessel方程以及相应固有值问题的求解需要用到广义幂级

数法。

作业：求解

(1)

{
△3u = 0, r < a,

u|r=a = cos2 θ.

(2)


△3u = 0, r > 1,

u|r=1 = cos2 θ,

u|r=∞ = 0.



第九章 线性偏微分方程

教材：[Evans, Partial differential Equations, Second Edition]

参考书：[陈祖墀，偏微分方程，第二版]

§9.1 拉普拉斯方程

设U ⊂ Rn(n ≥ 2)为一开集。

Definition 9.1.1. 如果u ∈ C2(U)并满足Laplace方程△u = 0，则称它为调和函数。

调和函数是一类常见函数，与很多领域有密切关联，并具有许多重要特征，其

中许多特征和证明方法可以推广。

回顾散度定理

Theorem 9.1.2. (divergence theorem) Assume U ⊂ Rn is a bounded domain. Then∫
U
div(X)dx =

∫
∂U

< X, ν > dS,

where ν is the unit exterior normal of ∂U .

§9.1.1 平均值公式及应用

Theorem 9.1.3. 设u ∈ C2(U)为调和函数，则对于任意Br(x) ⊂ U成立

u(x) =
1

|∂Br|

∫
∂Br(x)

u(y)dSy =
1

|Br|

∫
Br(x)

u(y)dy.

证明：先证明球面平均情形：任取x ∈ U，不同的半径r的球面∂Br(x)上的积

分可通过坐标变换都换到单位球面上积分，只有函数取值处依赖于r，从而方便求

导。令z = y−x
r ，则y = x+ rz, dSy = rn−1dSz，从而

d

dr
[

1

rn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy] =
d

dr
[

∫
∂B1(0)

u(x+ rz)dSz]

=

∫
∂B1(0)

Du(x+ rz) · zdSz

=

∫
∂Br(x)

Du(y) · y − x

r
r1−ndSy = r1−n

∫
∂Br(x)

∂u

∂ν
(y)dSy

= r1−n

∫
Br(x)

△u(y)dy = 0.

193
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注：事实上，可以从更一般的求导法则直接得到如下等式

d

dr
[

1

rn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy] = r1−n

∫
∂Br(x)

∂u

∂ν
(y)dSy.

因此球面平均为常数（只依赖于x），从而

1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy = lim
r→0

1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy = u(x).

上述球面平均值公式的两边同乘以rn−1，并对r积分可得

1

n
Rnu(x) =

1

nωn

∫ R

0

∫
∂Br(x)

u(y)dSydr,

因此

u(x) =
1

ωnRn

∫
BR(x)

u(y)dy.

而且对球体平均值公式求导也容易得到球面平均值公式，所以它们是等价的。 2

反过来，如果一个C2函数满足上述（球面或球体）平均值公式，则它必调和。

Theorem 9.1.4. 设u ∈ C2(U)，并且满足平均值公式，即对任意Br(x) ⊂ U成立

u(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy,

则u为调和函数。

证明：否则，不妨设△u > 0在Br(x) ⊂ U上成立。另一方面，在之前证明中已

知

d

dr
[

1

rn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy] = r1−n

∫
∂Br(x)

∂u

∂ν
(y)dSy = r1−n

∫
Br(x)

△u(y)dy > 0.

这与上式左端为零矛盾。 2

强极值原理：设U ⊂ Rn为有界连通开集。我们将证明一个非常值的调和函数

只能在边界上取到最大值。

Theorem 9.1.5. 设u ∈ C2(U) ∩ C(U)为调和函数，即△u = 0 in U。则

（1）maxU u = max∂U u。

（2）若存在x0 ∈ U使得u(x0) = maxU u，则u为常值函数。
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证明：设存在一点x0 ∈ U使得u(x0) =M := maxU u。则对于0 < r < dist(x0, ∂U)，

M = u(x0) =
1

|Br|

∫
Br(x0)

udy ≤M.

等号成立当且仅当u ≡M within Br(x0)。由U的连通性，{x ∈ U |u(x) =M} = U。

或者更一般的方法，考虑uϵ := u+ ϵ|x|2, ϵ > 0，则△uϵ = 2nϵ，从而uϵ只能在边

界取到。令ϵ→ 0，由∂U为闭集紧致，得到（1）。 2

（1）称为极大值原理，（2）称为强极大值原理。定理中最大换成最小，相应结

论同样成立。

应用：（1）调和函数可由边值的符号得到内部的符号。设u ∈ C2(U)∩C(U)，为

如下拉普拉斯方程边值问题的解{
△u = 0, in U

u = g ≥ 0, on ∂U,

则u ≥ 0；并且如果g不恒为零，则u > 0 in U。

（2）Possion方程第一边值问题解的唯一性。

Theorem 9.1.6. 设g ∈ C(∂U), f ∈ C(U)。则如下Poission方程第一边值问题至多有

一个解u ∈ C2(U) ∩ C(U) {
−△u = f, in U

u = g, on ∂U,

证明：否则设u1, u2为两个不同的解，则u1 − u2为调和函数，边值为零，从

而u1 − u2 ≡ 0。 2

注：无界区域上上述问题解未必唯一，例如U = {|x| ≥ 1} ⊂ Rn, n ≥ 3，此时有

零边值有界调和函数

u = |x|2−n − 1.

§9.1.2 调和函数的正则性

为证明调和函数光滑，我们需要引入函数的卷积与磨光。通常可以取一个光

滑并具有紧支集的旋转对称函数作为磨光核。先介绍一个标准的磨光核。

Definition 9.1.7 (磨光核). (i) 定义光滑函数

η(x) :=

{
C exp( 1

|x|2−1
), |x| < 1

0, |x| ≥ 1,



196 第九章 线性偏微分方程

其中C > 0使得
∫
Rn ηdx = 1。

(ii)对于ϵ > 0，令

ηϵ(x) :=
1

ϵn
η(
x

ϵ
).

称η, ηϵ为磨光核。磨光核ηϵ光滑并满足∫
Rn

ηϵdx = 1, spt(ηϵ) = Bϵ(0).

定义

Uϵ := {x ∈ U |dist(x, ∂U) > ϵ}.

Definition 9.1.8 (磨光函数). 设u ∈ C(U)，定义它的磨光函数为

uϵ(x) := (ηϵ ∗ u)(x) x ∈ Uϵ.

即对x ∈ Uϵ定义

uϵ(x) =

∫
U
ηϵ(x− y)u(y)dy =

∫
U
η(z)u(x− z)dz = (u ∗ ηϵ)(x).

uϵ(x)是u(y)在Bϵ(x)上利用ηϵ(x− y)的加权平均。

Theorem 9.1.9 (磨光性质). 设u ∈ C(U)，则uϵ ∈ C∞(Uϵ)，并且

Dαuϵ(x) =

∫
U
Dα

xηϵ(x− y)u(y)dy, x ∈ Uϵ.

证明：主要问题是求导与积分何时可交换次序。直接利用导数定义验证：x ∈
Uϵ，|h|充分小使得x+ hei ∈ Uϵ，因此由

uϵ(x) =

∫
U
ηϵ(x− y)u(y)dy

得

uϵ(x+ hei)− uϵ(x)

h
=

1

ϵn

∫
U

1

h
[η(

x+ hei − y

ϵ
)− η(

x− y

ϵ
)]u(y)dy. (1)

首先，对所有充分小的|h|，u(y)的积分区域可限制在U的一个紧子集V上。我们希

望验证右边h → 0时极限存在，这只需h → 0时右边被积函数关于y的一致收敛性。

因为η ∈ C∞(B1)，因此有一致收敛（下式两边之差为O(h)）

1

h
[η(

x+ hei − y

ϵ
)− η(

x− y

ϵ
)] ⇒ 1

ϵ

∂η

∂xi
(
x− y

ϵ
), as h→ 0 for y ∈ U.
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注意到ηϵ(x− y) = 1
ϵn η(

x−y
ϵ )，

∂ηϵ
∂xi

(x− y) =
1

ϵn
∂η

∂xi
(
x− y

ϵ
)
1

ϵ
,

(1)中右边对h→ 0取极限

∂uϵ

∂xi
(x) =

∫
U

∂ηϵ
∂xi

(x− y)u(y)dy, x ∈ Uϵ.

继续此求导步骤，即递归(将上式右边ηϵ替换为∂iηϵ等)，有

∂αuϵ(x) =

∫
U
∂αx ηϵ(x− y)u(y)dy, x ∈ Uϵ.

2

Theorem 9.1.10. 设u ∈ C(U)满足平均值公式

u(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y)dSy, ∀Br(x) ⊂ U,

则u ∈ C∞(U)。

证明：首先uϵ = ηϵ ∗ u ∈ C∞(Uϵ)。我们利用平均值公式验证u ≡ uϵ in Uϵ：

设x ∈ Uϵ，利用平均值公式可得（其中r = |y − x|）

uϵ(x) =

∫
U
ηϵ(x− y)u(y)dy

=
1

ϵn

∫
Bϵ(x)

η(
x− y

ϵ
)u(y)dy

=
1

ϵn

∫ ϵ

0
η(
r

ϵ
)

∫
∂Br(x)

u(y)dSydr

=
1

ϵn
u(x)

∫ ϵ

0
η(
r

ϵ
)nωnr

n−1dr

= u(x)

∫
Bϵ(0)

ηϵ(y)dy = u(x).

于是u ≡ uϵ ∈ C∞(Uϵ)。由ϵ > 0任意，u ∈ C∞(U)。 2

所以u为调和函数当且仅当为u ∈ C(U)，且满足平均值公式。

作业：2，4，5，6
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调和函数的导数估计（局部）：

Theorem 9.1.11. 设u ∈ C(U)为调和函数，Br(x0) ⊂ U, |α| = k，则

|Dαu(x0)| ≤
Ck

rn+k
∥u∥L1(Br(x0)) =

Ck

rn+k

∫
Br(x0)

|u(y)|dy,

其中

C0 =
1

ωn
; Ck =

(2n+1nk)k

ωn
, k ≥ 1.

证明：k = 0时直接由（球体）平均值公式得到。

对于k = 1，ui调和，由平均值公式及散度定理

|ui(x0)| =
1

|Br/2|
|
∫
Br/2(x0)

ui(x)dx| =
1

|Br/2|
|
∫
Br/2(x0)

div(uei)dx|

=
1

|Br/2|
|
∫
∂Br/2(x0)

u < ei, ν > dS|

≤ 2n

r
∥u∥L∞(∂Br/2(x0)).

对于x ∈ ∂Br/2(x0)，Br/2(x) ⊂ Br(x0) ⊂ U，因此由k = 0情形

|u(x)| ≤ 1

ωn
(
2

r
)n∥u∥L1(Br/2(x))

≤ 1

ωn
(
2

r
)n∥u∥L1(Br(x0)).

从而，

|ui(x0)| ≤
2n+1n

ωnrn+1
∥u∥L1(Br(x0)).

【对于k ≥ 2，设对于|α| ≤ k − 1局部导数估计成立。考虑Dαu = (Dβu)i，其

中|α| = |β|+ 1。则类似k = 1中证明可得

|Dαu(x0)| ≤
nk

r
∥Dβu∥L∞(∂Br/k(x0)).

对于x ∈ ∂Br/k(x0)，B k−1
k

r(x) ⊂ Br(x0) ⊂ U，因此由k − 1情形可得

|Dβu(x)| ≤ (2n+1n(k − 1))k−1

ωn(
k−1
k r)n+k−1

∥u∥L1(Br(x0)).

从而，

|Dαu(x0)| ≤
(2n+1nk)k

ωnrn+k
∥u∥L1(Br(x0)).

】 2

调和函数的局部导数估计可用来证明调和函数的解析性，即证明其Taylor展

开收敛到调和函数本身。
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Theorem 9.1.12. 设u ∈ C(U)为调和函数，则u在U上解析。

上述局部导数估计对于全空间Rn上定义的有界调和函数特别有用。

Theorem 9.1.13. (Liouville) 设u : Rn → R为有界调和函数，则u为常值函数。

证明：任意x0 ∈ Rn，应用梯度估计于Br(x0)得

|Du(x0)| ≤
√
nC1

rn+1
∥u∥L1(Br(x0)) ≤

√
nC1ωn

r
∥u∥L∞(Br(x0)).

令r → ∞，可见Du ≡ 0，从而u为常值函数。 2

注：上述Liouville定理也可以直接通过球体平均值公式（足够大的两个球体）

来证明。Liouville定理看可以用来证明代数学基本定理。

Harnack不等式：如果V ⊂ U并且V为紧致集，则称V紧包含于U，记作V b U。

Theorem 9.1.14. (Harnack inequality)设u ≥ 0为U上的任意调和函数，则对任意连

通V b U，存在常数C := C(V )使得

sup
V
u ≤ C inf

V
u.

证明：取4r = dist(V, ∂U)。设x, y ∈ V, |x− y| ≤ r。则

u(x) =
1

|B2r|

∫
B2r(x)

u(z)dz ≥ 1

|B2r|

∫
Br(y)

u(z)dz =
1

2n
u(y).

所以，

2nu(y) ≥ u(x) ≥ 1

2n
u(y), ∀x, y ∈ V, |x− y| ≤ r.

由于V连通，V紧致，可以取V的有限开覆盖{Bk}Nk=1，半径都为r/2，并且Bk ∩
Bk+1 ̸= ∅, k = 1, 2, · · · , N − 1。从而

u(x) ≥ 1

2nN
u(y), ∀x, y ∈ V.

2
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§9.1.3 基本解

考虑△u = 0的旋转不变的解，即u = v(r)，其中r = |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n。对

于x ̸= 0，
∂r

∂xi
=
xi
r
,

ui = v′(r)
∂r

∂xi
= v′(r)

xi
r
,

uii = v′′(r)
x2i
r2

+ v′(r)(
1

r
− x2i
r3

),

因此

△u =
n∑

i=1

uii = v′′(r) +
n− 1

r
v′(r).

求解

v′′(r) +
n− 1

r
v′(r) = 0.

当v′ ̸= 0，则

[log |v′|]′ = 1− n

r
,

因此通解为

v′(r) =
C

rn−1
.

因此在Rn \ {0}上，△nu = 0的旋转对称的解为

v(r) =

{
a log r + b, n = 2,

ar2−n + b, n ≥ 3.

Definition 9.1.15. 拉普拉斯方程的基本解：

Φ(x) :=

{
− 1

2π log |x|, n = 2, , |x| > 0
1

n(n−2)ωn
|x|2−n, n ≥ 3, |x| > 0

其中ωn为Rn中单位球的体积。

注：基本解是Rn − {0}上的调和函数，但不是全空间上的调和函数。事实上，

−△Φ(x) = δ0(x),

其中δ0为Dirac函数（广义函数）。δ0(x)表示原点处单位质量（电荷）点源对应的密

度分布，Φ(x)是相应的位势函数。所以Φ(x)的系数选取使得∫
∂Br(0)

DΦ · νdS =

∫
∂Br(0)

∂Φ

∂r
dS = −1.
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因为
∂r

∂xi
=
xi
r
,

ui = v′(r)
xi
r
,

uij = v′′(r)
xixj
r2

+ v′(r)(
δij
r

− xixj
r3

),

所以存在C > 0使得

|Φi(x)| ≤
C

|x|n−1
, |Φij(x)| ≤

C

|x|n
.

通过基本解Φ，可以利用函数卷积来得到Possion方程的解。首先注意到

x 7→ Φ(x− y)f(y), y ̸= x

关于x是调和的。定义Φ与f的卷积：

(8) u(x) := (Φ∗f)(x) =
∫
Rn

Φ(x−y)f(y)dy =

{
− 1

2π

∫
R2 log(|x− y|)f(y)dy, n = 2

1
n(n−2)ωn

∫
Rn

f(y)
|x−y|n−2dy, n ≥ 3.

注意在y = x附近，上述积分也有意义。但由于Φ(x− y)在y = x处的奇异性，不

能直接交换求导与积分。

Theorem 9.1.16. 设u如上定义，f ∈ C2
0 (Rn)。则

（1）u ∈ C2(Rn);

（2）−△u = f in Rn.

证明：（1）首先

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y)dy =

∫
Rn

Φ(y)f(x− y)dy,

因此

u(x+ hei)− u(x)

h
=

∫
Rn

Φ(y)[
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h
]dy, h ̸= 0.

由于有一致收敛
f(x+ hei − y)− f(x− y)

h
⇒ fi(x− y),

从而令h→ 0得

ui(x) =

∫
Rn

Φ(y)fi(x− y)dy.



202 第九章 线性偏微分方程

类似可得

uij(x) =

∫
Rn

Φ(y)fij(x− y)dy.

上式右边关于x连续，因此u ∈ C2(Rn)。

（2）由（1）中证明可知

△u(x) =

∫
Rn

Φ(y)△xf(x− y)dy

=

∫
Bϵ(0)

Φ(y)△xf(x− y)dy +

∫
Rn−Bϵ(0)

Φ(y)△xf(x− y)dy

:= Iϵ + Jϵ,

其中ϵ ∈ (0, 1)。我们接下来计算ϵ→ 0时，Iϵ, Jϵ的极限。

可计算

|Iϵ| ≤ C∥D2f∥L∞

∫
Bϵ(0)

|Φ(y)|dy ≤

{
Cϵ2| log ϵ|, n = 2

Cϵ2, n ≥ 3.

对于Jϵ，我们希望分部积分，所以注意到△xf(x− y) = △yf(x− y)。利用分部

积分可得

Jϵ =

∫
Rn−Bϵ(0)

Φ(y)△yf(x− y)dy

= −
∫
Rn−Bϵ(0)

DΦ(y) ·Dyf(x− y)dy +

∫
∂Bϵ(0)

Φ(y)
∂f

∂ν
(x− y)dSy

:= Kϵ + Lϵ,

其中ν为∂Bϵ(0)的内法向。这里

|Lϵ| ≤ ∥Df∥L∞

∫
∂Bϵ(0)

|Φ(y)|dSy ≤

{
Cϵ| log ϵ|, n = 2

Cϵ, n ≥ 3.

对于Kϵ，继续分部积分得

Kϵ = −
∫
Rn−Bϵ(0)

DΦ(y) ·Dyf(x− y)dy

=

∫
Rn−Bϵ(0)

△Φ(y)f(x− y)dy −
∫
∂Bϵ(0)

∂Φ

∂ν
(y)f(x− y)dSy

= −
∫
∂Bϵ(0)

∂Φ

∂ν
(y)f(x− y)dSy.
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其中ν为∂Bϵ(0)的内法向，因此这里

∂Φ

∂ν
(y) =

1

nωn
ϵ1−n.

从而由nωnϵ
n−1为∂Bϵ(0)的面积，

Kϵ = −
∫
∂Bϵ(0)

∂Φ

∂ν
(y)f(x− y)dSy

= − 1

nωnϵn−1

∫
∂Bϵ(0)

f(x− y)dSy → −f(x), ϵ→ 0.

综合之前的三部分估计，

−△u(x) = f(x).

2

Theorem 9.1.17. 定理：设f ∈ C2
0 (Rn), n ≥ 3。则−△u = f的所有有界解为

u(x) =

∫
Rn

Φ(x− y)f(y)dy + C, C ∈ R.

证明：首先因为|x| → ∞时，Φ(x) → 0，因此ũ :=
∫
Rn Φ(x − y)f(y)dy 确实

是Poisson方程的有界解。另外，如果u是另一个有界解，则w := u− ũ为有界调和函

数，从而为常值函数。 2

n = 2时，Φ(x) = − 1
2π ln |x|，

∫
R2 Φ(x− y)f(y)dy未必有界。
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§9.1.4 Green函数

设U ⊂ Rn为有界开集，边界∂U ∈ C1。我们将求解u ∈ C2(U) ∩ C(U)满足{
−△u = f, in U,

u = g, on ∂U.

对于n = 2时，我们通过分离变量得到该问题的Poisson积分公式。现在将对更一般

情形引入Green函数，讨论求解。

设u, v ∈ C2(U)。回顾Green第一公式∫
U
div(vDu)dx =

∫
U
(v△u+Du ·Dv)dx =

∫
∂U
v
∂u

∂ν
dS

和Green第二公式 ∫
U
(v△u− u△v)dx =

∫
∂U

(v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
)dS.

根据之前求解Poisson方程的例子，固定x ∈ U，对于Green第二公式中v，将先

尝试取它为拉普拉斯方程的基本解v(y) = Φ(x, y)。定义

n = 2 : Φ(x, y) := Φ(x− y) = Φ(|x− y|) = − 1

2π
ln |x− y|,

n ≥ 3 : Φ(x, y) =
1

n(n− 2)ωn
|x− y|2−n, |ωn| = |B1|.

−△xΦ(x− y) = δy(x),

特别Φ(x, y)可看作x（或y）处单位点源在y（或x）处对应的位势。

设u ∈ C2(U)，选定x ∈ U，以v(y) = Φ(x, y)代入Green第二公式（为避开Φ的奇

异，此时区域选取为U \Bρ(y)）可得∫
U\Bρ(x)

Φ(x, y)△u(y)dy =

∫
∂U

[Φ(x, y)
∂u

∂ν
− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν
]dSy

+

∫
∂Bρ(x)

[Φ(x, y)
∂u

∂ν
− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν
]dSy.

令ρ→ 0：（1）因△u有界，Φ(x, y)可积，因此∫
U\Bρ(x)

Φ(x, y)△u(y)dx→
∫
U
Φ(x, y)△u(y)dy
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（2） ∫
∂Bρ(x)

Φ(x, y)
∂u

∂ν
dSy = −Φ(ρ)

∫
∂Bρ(x)

∂u

∂ρ
dSy = −Φ(ρ)

∫
Bρ(x)

△udy → 0

（3） ∫
∂Bρ(x)

u(y)
∂Φ(x, y)

∂ν
dSy = −Φ′(ρ)

∫
∂Bρ(x)

u(y)dSy → u(x).

因此有u的Green表示公式

u(x) = −
∫
U
Φ(x, y)△u(y)dy +

∫
∂U

[Φ(x, y)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν
]dSy, x ∈ U.

注：如果u在U内调和，就得到调和函数的Green表示公式

u(x) =

∫
∂U

[Φ(x, y)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν
]dSy, x ∈ U.

对于Dirichlet边值问题，Green表示公式

u(x) = −
∫
U
Φ(x, y)△u(y)dy +

∫
∂U

[Φ(x, y)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂Φ(x, y)

∂ν
]dSy, x ∈ U

中仍含有未知项∂u
∂ν (y)。我们通过引入一个新的函数ϕx(y)消去该未知项：将x ∈ U看

作参数，设ϕx(y)关于y属于C2(U)，满足{
△yϕ

x(y) = 0, y ∈ U

ϕx(y)|y∈∂U = Φ(x, y).

对u, ϕx(y)应用Green第二公式∫
U
(v△u− u△v) =

∫
∂U

(v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
)dS

我们有 ∫
U
ϕx(y)△u(y)dy =

∫
∂U

(ϕx(y)
∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂ϕx(y)

∂ν
)dSy,

因此

u(x) = −
∫
U
(Φ(x, y)− ϕx(y))△u(y)dy −

∫
∂U
u(y)

∂(Φ− ϕ)

∂ν
dSy.

Definition 9.1.18. 定义相应于U的Green函数

G(x, y) := Φ(x, y)− ϕx(y), x, y ∈ U, x ̸= y.
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注：Green函数G(x, y) = Φ(x, y)− ϕx(y)只与U有关，它常表示为（给定x ∈ U）{
−△yG(x, y) = δx(y), y ∈ U,

G(x, y)|y∈∂U = 0.

Theorem 9.1.19. 设u ∈ C2(U)为如下边值问题的解{
−△u = f, in U,

u = g, on ∂U.

则

u(x) =

∫
U
G(x, y)f(y)dy −

∫
∂U
g(y)

∂G

∂ν
(x, y)dSy, x ∈ U.

如果f = 0，即拉普拉斯方程Dirichlet边值问题有Green表示

u(x) = −
∫
∂U
g(y)

∂G

∂ν
(x, y)dSy, x ∈ U.

注：这里并没有真正证明Green函数，或者是Poission方程Dirichlet边值问题解

的存在性，因为其中假设了Laplace方程边值问题的解ϕx(y)的存在性。

而且这里先假定了u ∈ C2(U)，然后得到它的Green表示。但我们没有反过来具

体验证上述Green表示中定义的u ∈ C2(U)并满足边值。

考虑边值问题

{
△u = 0, in U,

u = 1, on ∂U
，由Green表示公式以及u ≡ 1为唯一解可知

u(x) = −
∫
∂U

∂G

∂ν
(x, y)dSy = 1, x ∈ U.

Theorem 9.1.20. 对任意x, y ∈ U, x ̸= y，

G(x, y) = G(y, x).

证明：定义

v(z) := G(x, z), w(z) = G(y, z), z ∈ U.

则

△v(z) = 0, z ̸= x; △w(z) = 0, z ̸= y

并且v = w = 0 on ∂U。利用Green第二公式∫
V
(v△w − w△v) =

∫
∂V

(v
∂w

∂ν
− w

∂v

∂ν
)dS
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于函数v, w及V = U − [Bϵ(x) ∪Bϵ(y)], 0 < ϵ≪ 1，可得∫
∂Bϵ(x)

(v
∂w

∂ν
− w

∂v

∂ν
)dSz +

∫
∂Bϵ(y)

(v
∂w

∂ν
− w

∂v

∂ν
)dSz = 0,

其中ν为∂Bϵ(x) ∪ ∂Bϵ(y)的单位内法向。注意v在y附近，w在x附近光滑，

v(z) = G(x, z) = Φ(x, z)− ϕx(z), w(z) = G(y, z) = Φ(y, z)− ϕy(z),

因此当ϵ→ 0， ∫
∂Bϵ(x)

(v
∂w

∂ν
− w

∂v

∂ν
)dSz → −w(x) = −G(y, x),∫

∂Bϵ(y)
(v
∂w

∂ν
− w

∂v

∂ν
)dSz → v(y) = G(x, y).

因此

G(x, y) = G(y, x), x, y ∈ U, x ̸= y.

2
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Green第二公式 ∫
U
(v△u− u△v) =

∫
∂U

(v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
)dS.

取v(y) = G(x, y)，∫
U\Bρ(x)

G(x, y)△u(y)dy =

∫
∂U

−u(y)∂G(x, y)
∂ν

dSy

+

∫
∂Bρ(x)

[G(x, y)
∂u

∂ν
− u(y)

∂G(x, y)

∂ν
]dSy.

因此，

u(x) = −
∫
U
G(x, y)△u(y)dy −

∫
∂U
u(y)

∂G

∂ν
(x, y)dSy, x ∈ U.

简单区域的Green函数可以具体求出。例如上半空间Rn
+，单位球B1(0)。

例：上半空间Rn
+的Green函数。

Rn
+ = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn|xn > 0}.

根据定义

G(x, y) = Φ(x, y)− ϕx(y), x, y ∈ Rn
+, x ̸= y,

其中 {
△yϕ

x(y) = 0, y ∈ Rn
+

ϕx(y)|y∈∂Rn
+
= Φ(x, y).

如果x看作给定参数，Φ(x, y)为x处点源在y处对应的位势。为求解ϕx(y)，考虑

在x关于超平面边界{xn = 0}的对称点（镜像点）

x̃ = (x1, · · · , xn−1,−xn)

放置一个单位点源，它产生的位势为

Φ(x̃, y),

它关于y ∈ Rn
+调和，而且当y ∈ ∂Rn

+时Φ(x̃, y) = Φ(x, y)。因此我们可以选取

ϕx(y) = Φ(x̃, y),

从而得到上半空间上的Green函数

G(x, y) := Φ(x, y)− Φ(x̃, y), x, y ∈ Rn
+, x ̸= y.
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因此

G(x, y) = − 1

2π
(ln |x− y| − ln |x̃− y|), n = 2,

G(x, y) =
1

n(n− 2)ωn
(|x− y|2−n − |x̃− y|2−n), n ≥ 3,

因|x̃−y| = |ỹ−x|, x, y ∈ Rn
+, x ̸= y，特别可直接看到有对称性质G(x, y) = G(y, x)。G(x, y)关

于y ∈ Rn
+ − {x}调和，由对称性x 7→ G(x, y), x ∈ Rn

+ − {y}也调和。

可计算
∂G

∂yn
(x, y) =

−1

nωn
[
yn − xn
|y − x|n

− yn + xn
|y − x̃|n

],

∂G

∂ν
(x, y) = − ∂G

∂yn
(x, y) = − 2xn

nωn

1

|x− y|n
, y ∈ ∂Rn

+.

考虑边值问题 {
△u = 0, in Rn

+,

u = g, on ∂Rn
+.

由拉普拉斯方程Dirichlet边值问题的Green表示公式

u(x) = −
∫
∂U
g(y)

∂G

∂ν
(x, y)dSy, x ∈ U,

可得Poisson公式

u(x) =
2xn
nωn

∫
∂Rn

+

g(y)

|x− y|n
dy, x ∈ Rn

+.

其中

K(x, y) :=
2xn
nωn

1

|x− y|n
, x ∈ Rn

+, y ∈ ∂Rn
+

称为Rn
+上的Possion核。

在边值的一定条件下，可以严格证明Possion公式给出的确实是边值问题的解。

Theorem 9.1.21. (Poisson’s formula for half-space) 设g ∈ C(Rn−1)∩L∞(Rn−1)，u如

上由Poisson公式定义。则

(1) u ∈ C∞(Rn
+) ∩ L∞(Rn

+),

(2) △u = 0 in Rn
+,

(3) limx∈Rn
+,x→x0 u(x) = g(x0), for each point x0 ∈ ∂Rn

+.

证明：见后面。

例：平面区域{(x1, x2) ∈ R2|x1 > 0, x2 > 0}的Green函数。
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解：镜像法确定

G(x, y) = − 1

2π
ln
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 +
1

2π
ln
√

(y1 − x1)2 + (y2 + x2)2

+
1

2π
ln
√

(y1 + x1)2 + (y2 − x2)2 −
1

2π
ln
√

(y1 + x1)2 + (y2 + x2)2.

例：对于U = BR(0) ⊂ Rn, n ≥ 2，求Green函数。

解：对于x ∈ Rn − {0}，定义其相对于球面∂BR(0)的对称点

x̃ :=
R2

|x|2
x.

特别

x · x̃ = R2.

设0 ̸= x ∈ BR(0), z ∈ ∂BR(0)，计算

|z − x̃|2

|z − x|2
=

|z − R2

|x|2x|
2

|z − x|2
=
R2 + R4

|x|2 − 2 R2

|x|2 z · x
R2 + |x|2 − 2z · x

=
R2

|x|2
.

即
|x|
R

|z − x̃| = |z − x|, z ∈ ∂BR(0).

根据定义

G(x, y) = Φ(x, y)− ϕx(y), x, y ∈ U, x ̸= y,

其中 {
△yϕ

x(y) = 0, y ∈ U

ϕx(y)|y∈∂U = Φ(x, y).

因此可选取

ϕx(y) = Φ(
|x|
R

|y − x̃|),

G(x, y) = Φ(|x− y|)− Φ(
|x|
R

|y − x̃|), x̃ :=
R2

|x|2
x.

可计算得
∂

∂yi
Φ(|y − x|) = − 1

nωn

yi − xi
|y − x|n

,

注意到对于|y| = R，|x|
R |y − x̃| = |y − x|，类似可得

∂

∂yi
Φ(

|x|
R

|y − x̃|) = − 1

nωn

|x|2
R2 yi − xi

|y − x|n
,
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因此有
∂G

∂ν
=
∂G

∂r
|r=R =

yi
R

∂G

∂yi
= − 1

nωnR

R2 − |x|2

|y − x|n
.

考虑边值问题 {
△u = 0, in BR(0),

u = g, on ∂BR(0).

由拉普拉斯方程Dirichlet边值问题的Green表示公式

u(x) = −
∫
∂U
g(y)

∂G

∂ν
(x, y)dSy, x ∈ U,

得到Poisson公式

u(x) =
R2 − |x|2

nωnR

∫
∂BR(0)

g(y)

|y − x|n
dSy, x ∈ BR(0),

其中

K(x, y) :=
R2 − |x|2

nωnR

1

|y − x|n
= −∂G

∂ν
(x, y), x ∈ x ∈ BR(0), y ∈ ∂BR(0)

称为BR(0)上的Possion核。

二维圆盘BR(0)上Laplace方程Dirichlet边值问题的解的Poisson积分公式：

u(r, θ) =
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(φ)

R2 + r2 − 2Rr cos(φ− θ)
dφ, r < R.

Possion公式在假设C2(U)解存在的前提下得到了它的表达式。我们可以验证

上述Poisson公式给出的解u ∈ C2(BR(0)) ∩ C(BR(0))，满足方程以及边界条件。

Theorem 9.1.22. 设g ∈ C(∂BR(0))，u如上由Possion公式定义。则

(i) u ∈ C∞(BR(0)),△u = 0 in BR(0)。

(ii) limx∈BR(0),x→x0 u(x) = g(x0), ∀x0 ∈ ∂BR(0)。

§9.1.5 能量方法

能量方法（结合分部积分）是研究偏微分方程的一种基本方法，特别是证明

方程解的唯一性、存在性和正则性等方面。以Poisson方程边值问题为例{
−△u = f, in U,

u = g on ∂U.

首先看能量方法在证明解的唯一性中的应用。
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Theorem 9.1.23. 如上Poisson方程边值问题至多有一个解u ∈ C2(U)。

证明：否则，设ũ ∈ C2(U)为另一个解，则w := u− ũ满足△w = 0, w|∂U = 0。因

此

0 =

∫
U
−w△wdx =

∫
U
|Dw|2dx−

∫
∂U
w
∂w

∂ν
dS =

∫
U
|Dw|2dx.

所以Dw ≡ 0，又w|∂U = 0，因此w = u− ũ ≡ 0。 2

许多方程都是某个能量泛函的极值点，所以能量结合变分原理可用来找方程

的解。

Theorem 9.1.24.（Dirichlet原理）u ∈ C2(U)为Poisson方程边值问题的解当且仅当

I[u] = min
w∈A

I[w],

其中A为容许集，I为能量泛函分别定义为

A := {w ∈ C2(U)|w = g on ∂U},

I[w] :=

∫
U
(
1

2
|Dw|2 − fw)dx.

证明：首先证明方程的解u使得I[u] = minw∈A I[w]。任取w ∈ A，因(u−w)|∂U =

0，分部积分得

0 =

∫
U
(−△u− f)(u− w)dx

=

∫
U
[Du ·D(u− w)− f(u− w)]dx

=

∫
U
[|Du|2 −Du ·Dw − fu+ fw]dx

≥
∫
U
[|Du|2 − 1

2
(|Du|2 + |Dw|2)− fu+ fw]dx,

即 ∫
U
(
1

2
|Du|2 − fu)dx ≤

∫
U
(
1

2
|Dw|2 − fw)dx.

反过来，设I[u] = minw∈A I[w]。设v ∈ C∞
0 (U)，记

I(t) := I[u+ tv], t ∈ R.
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因u+ tv ∈ A，又I[0] ≤ I[t]，因此

0 = I ′(0) =
d

dt
|t=0

∫
U
[
1

2
|D(u+ tv)|2 − f(u+ tv)]dx

=
d

dt
|t=0

∫
U
[
1

2
|Du|2 + tDu ·Dv + 1

2
t2|Dv|2 − f(u+ tv)]dx

=

∫
U
[Du ·Dv − fv]dx

=

∫
U
(−△u− f)vdx.

即 ∫
U
(−△u− f)vdx = 0, ∀v ∈ C∞

0 (U),

因此

−△u = f.

Theorem 9.1.25. (Poisson’s formula for half-space) 设g ∈ C(Rn−1)∩L∞(Rn−1)，u如

上由Poisson公式定义。则

(1) u ∈ C∞(Rn
+) ∩ L∞(Rn

+),

(2) △u = 0 in Rn
+,

(3) limx∈Rn
+,x→x0 u(x) = g(x0), for each point x0 ∈ ∂Rn

+.

证明：可直接计算
∫
∂Rn

+
K(x, y)dy = 1, x ∈ Rn

+。类似可得若|g| ≤M，则|u| ≤M。

由于x 7→ G(x, y), x ∈ Rn
+ − {y}调和，因此

x 7→ − ∂G

∂yn
(x, y) = K(x, y), x ∈ Rn

+, y ∈ ∂Rn
+

调和。u(x)由含参变量积分定义，因x 7→ K(x, y), x ̸= y光滑，以及导数Dα
xK(x, y)在y →

∞ 时关于x的一致衰减性质，因此u ∈ C∞(Rn
+)，并且

△u(x) =
∫
∂Rn

+

△xK(x, y)g(y)dy = 0, x ∈ Rn
+.

接下来验证（3）：任选x0 ∈ ∂Rn
+, ϵ > 0。则

|u(x)− g(x0)| = |
∫
∂Rn

+

K(x, y)[g(y)− g(x0)]dy|

≤
∫
∂Rn

+∩Bδ(x0)
K(x, y)|g(y)− g(x0)|dy

+

∫
∂Rn

+−Bδ(x0)
K(x, y)|g(y)− g(x0)|dy

:= I + J,
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其中δ > 0使得|y − x0| < δ, y ∈ ∂Rn
+时

|g(y)− g(x0)| < ϵ,

因此

I ≤ ϵ

∫
∂Rn

+

K(x, y)dy = ϵ.

对于J，需要考察x→ x0，特别xn → 0时

K(x, y) =
2xn
nωn

1

|x− y|n
, y ∈ Rn

+ −Bδ(x
0).

当|x− x0| < δ
2 , y ∈ Rn

+ −Bδ(x
0)时，

2|y − x| ≥ |y − x|+ δ

2
≥ |y − x|+ |x− x0| ≥ |y − x0|,

因此对于|x− x0| < δ
2，

J ≤ 2∥g∥L∞

∫
∂Rn

+−Bδ(x0)
K(x, y)dy

≤ 2n+2∥g∥L∞xn
nωn

∫
∂Rn

+−Bδ(x0)
|y − x0|−ndy

→ 0, xn → 0+.

所以，对于任意ϵ > 0，当0 < xn < δ2(δ, ϵ)时，J ≤ ϵ。因此，

u(x) → g(x0), x→ x0.

2

作业：7，8，9，10
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§9.2 热方程

（齐次）热方程：

ut −△u = 0,

其中未知函数u : U × [0,∞) → R，U ⊂ Rn。

（非齐次）热方程：

ut −△u = f,

其中f : U × [0,∞) → R。

除泛定方程，定解问题还需附加相应初始条件和边界条件。

§9.2.1 基本解

先找基本解：待定

u(x, t) =
1

tα
v(
x

tβ
), x ∈ Rn, t > 0,

其中α, β为常数，v : Rn → R。如上形式的函数u(x, t)等价于要求

u(x, t) = λαu(λβx, λt).

事实上，一方面对于如上形式的u我们有

λαu(λβx, λt) = λα
1

(λt)α
v(

λβx

(λt)β
) =

1

tα
v(
x

tβ
) = u(x, t),

另一方面如果u(x, t) = λαu(λβx, λt)，特别选取λ = t−1，则

u(x, t) = λαu(λβx, λt) =
1

tα
u(
x

tβ
, 1) :=

1

tα
v(
x

tβ
).

令

y =
x

tβ
,

由u(x, t) = 1
tα v(

x
tβ
)得

ut = −αt−α−1v(y)− βt−α−1y ·Dv(y),

△u = t−α−2β△v(y).

代入热方程，并选取β = 1
2，

αv(y) +
1

2
y ·Dv +△v = 0.
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选取v(y) = w(|y|), r = |y|，则

αw +
1

2
rw′ + w′′ +

n− 1

r
w′ = 0.

选取α = n
2，从而

(rn−1w′)′ +
1

2
(rnw)′ = 0.

因此

rn−1w′ +
1

2
rnw = a,

设limr→∞w = limr→∞w′ = 0，则a = 0。从而

w′ = −1

2
rw,

w = be−
r2

4 = be−
|y|2
4 = be−

|x|2
4t ,

u =
b

t
n
2

e−
|x|2
4t .

Definition 9.2.1. 热方程的基本解（热核）

Φ(x, t) :=

 1
(4πt)n/2 e

− |x|2
4t , x ∈ Rn, t > 0,

0, x ∈ Rn, t > 0

注：对任意x ̸= 0，limt→0+ Φ(x, t) = 0。因此(x = 0, t = 0)是唯一奇点。容易验

证：

Φt = − n

2t
Φ+

|x|2

4t2
Φ,

Φi = −xi
2t
Φ, △Φ = − n

2t
Φ+

|x|2

4t2
Φ.

基本解对应的是在t = 0时刻x = 0位置的瞬时热源产生的温度场，它满足{
Φt −△Φ = 0, (x, t) ∈ Rn × (0,∞),

Φ = δ0, on Rn × {t = 0}.

通过（复数形式）Fourier变换求解上述初值问题得到的正是Φ(x, t)。

这里常数选取使得对任意t > 0，令z = x
2
√
t∫

Rn

Φ(x, t)dx =
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x|2
4t dx =

1

πn/2

∫
Rn

e−|z|2dz

=
1

πn/2
Πn

i=1

∫
Rn

e−z2i dzi = 1.
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利用基本解可得到如下初值问题解的表示公式{
ut −△u = 0, in Rn × (0,∞)

u = g, on Rn × {t = 0}

Theorem 9.2.2. 设g ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn)，则

u(x, t) =

∫
Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy =
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t g(y)dy, x ∈ Rn, t > 0

满足

(i) u ∈ C∞(Rn × (0,∞))

(ii) ut −△u = 0

(iii) limx∈Rn,t>0,(x,t)→(x0,0) u(x, t) = g(x0), ∀x0 ∈ Rn.

证明：因 1
(4πt)n/2 e

− |x−y|2
4t 无穷次可微，并且导数在Rn × [δ,∞), ∀δ > 0 上一致有

界，因此u ∈ C∞(Rn × (0,∞))。特别

ut −△u =

∫
Rn

[(Φt −△xΦ)(x− y, t)]g(y)dy = 0, x ∈ Rn, t > 0.

任给x0 ∈ Rn, ϵ > 0，选取δ > 0使得当|y − x0| < δ时，

|g(y)− g(x0)| < ϵ.

因此，

|u(x, t)− g(x0)| = |
∫
Rn

Φ(x− y, t)[g(y)− g(x0)]dy|

≤
∫
Bδ(x0)

Φ(x− y, t)|g(y)− g(x0)|dy

+

∫
Rn−Bδ(x0)

Φ(x− y, t)|g(y)− g(x0)|dy

:= I + J,

这里

I ≤ ϵ

∫
Rn

Φ(x− y, t)dy = ϵ.

当|x− x0| ≤ δ
2 , |y − x0| ≥ δ时

2|y − x| ≥ |y − x|+ δ

2
≥ |y − x|+ |x− x0| ≥ |y − x0|,
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因此，令z = y−x0
√
t

J ≤ 2∥g∥L∞

∫
Rn−Bδ(x0)

Φ(x− y, t)dy

≤ C

tn/2

∫
Rn−Bδ(x0)

e−
|x−y|2

4t dy ≤ C

tn/2

∫
Rn−Bδ(x0)

e−
|y−x0|2

16t dy

≤ C

∫
Rn−B δ√

t

(0)
e−

|z|2
16 dz → 0, t→ 0+.

因此当|x− x0| < δ
2，t > 0充分小时，|u(x, t)− g(x0)| < 2ϵ。 2

注：这里初值g ∈ C(Rn)，但u ∈ C∞(Rn × (0,∞))。

无限传播速度：设g ∈ C0(Rn), g ≥ 0, g ̸= 0，则u > 0, ∀(x, t) ∈ Rn × (0,∞)。这与

波动方程的有限传播速度不同。

非齐次热方程、Duhamel（冲量）原理：考虑初值问题{
ut(x, t)−△u(x, t) = f(x, t), in Rn × (0,∞),

u = 0 on Rn × {t = 0}.

这里非齐次项f(x, t)对应热源密度。事实上

cρ
∂u

∂t
= k△u+ g(x, t).

即
∂u

∂t
= a2△u+ f(x, t), a =

√
k/cρ, f = g/(cρ).

Duhamel原理：非齐次方程的解可以通过叠加（积分）得到。令

u(x, t) =

∫ t

0
v(x, t; s)ds.

则

ut(x, t) = v(x, t; t) +

∫ t

0
vt(x, t; s)ds,

△xu(x, t) =

∫ t

0
△xv(x, t; s)ds△x,

由ut(x, t)−△u(x, t) = f(x, t)，v(x, t; s)应满足

f(x, t) = v(x, t; t) +

∫ t

0
(vt −△xv)(x, t; s)ds.
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因此要求v(x, t; s)满足

v(x, t; s = t) = f(x, t); vt(x, t; s) = △xv(x, t; s), t > s.

因此，任意给定s ≥ 0，v(x, t; s)可由如下初值问题确定{
vt(x, t; s)−△xv(x, t; s) = 0, in Rn × (s,∞),

v(x, t; s) = f(x, s) on Rn × {t = s}.

事实上，由如上定义的v(x, t; s), t ≥ s以及u(x, t) :=
∫ t
0 v(x, t; s)ds，我们有（形式上）

u(x, 0) =

∫ 0

0
v(x, 0; 0)dx = 0,

ut(x, t) = v(x, t; t) +

∫ t

0
vt(x, t; s)ds = f(x, t) +

∫ t

0
△xv(x, t; s)ds

= f(x, t) +△x

∫ t

0
v(x, t; s)ds = △u(x, t) + f(x, t).

s ≥ 0固定，将t = s看作初始时刻，f(x, s)看作初值。即令

t̃ := t− s, w(x, t̃) := v(x, t; s),

则w(x, t̃)满足 {
wt̃(x, t̃)−△w(x, t̃) = 0, t̃ > 0

w(x, t̃ = 0) = v(x, t = s; s) = f(x, s).

因此v(x, t; s)的解为

v(x, t; s) = w(x, t̃) =

∫
Rn

Φ(x−y, t̃)f(y, s)dy =

∫
Rn

Φ(x−y, t−s)f(y, s)dy, in Rn×(s,∞).

因此，得到形式解

u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

=

∫ t

0

1

(4π(t− s))n/2

∫
Rn

e
− |x−y|2

4(t−s) f(y, s)dyds, x ∈ Rn, t > 0.

Theorem 9.2.3. 设f ∈ C2
1 (Rn × [0,∞))并具有紧支集，u如上。则

(i) u ∈ C2
1 (Rn × (0,∞))

(ii) ut(x, t)−△u(x, t) = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0

(iii) limx∈Rn,t>0,(x,t)→(x0,0) u(x, t) = 0, x0 ∈ Rn.
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证明：这对应之前Possion方程解的卷积公式的证明过程。因为Φ(x − y, t −
s)在(s = t, y = x)处奇异，不能直接对u(x, t)的定义式直接求导，需要利用卷积

的对称性质转化到对f求导，再分部积分到基本解上。

变量代换得

u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(y, s)f(x− y, t− s)dyds.

因此对t > 0

ut(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(y, s)ft(x− y, t− s)dyds+

∫
Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy,

uij(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(y, s)fij(x− y, t− s)dyds,

以及

ut(x, t)−△u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(y, s)[(∂t −△x)f(x− y, t− s)]dyds

+

∫
Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫ t

ϵ

∫
Rn

Φ(y, s)[(−∂s −△y)f(x− y, t− s)]dyds

+

∫ ϵ

0

∫
Rn

Φ(y, s)[(−∂s −△y)f(x− y, t− s)]dyds

+

∫
Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

:= Iϵ + Jϵ +K.

其中s ∈ (0, ϵ)这一部分，即Jϵ，没有进行分部积分，而是直接估计

|Jϵ| ≤ (∥ft∥L∞ + ∥D2f∥L∞)

∫ ϵ

0

∫
Rn

Φ(y, s)dyds ≤ Cϵ,

Iϵ部分分部积分得

Iϵ =

∫ t

ϵ

∫
Rn

[(∂s −△y)Φ(y, s)]f(x− y, t− s)dyds

+

∫
Rn

Φ(y, ϵ)f(x− y, t− ϵ)dy −
∫
Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫
Rn

Φ(y, ϵ)f(x− y, t− ϵ)dy −K.

因此，与上一定理(iii)的证明类似可得

ut(x, t)−△u(x, t) = lim
ϵ→0

∫
Rn

Φ(y, ϵ)f(x− y, t− ϵ)dy = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0.
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最后，由定义

u(x, t) =

∫ t

0

∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

可知

∥u(·, t)∥L∞ ≤ t∥f∥L∞ → 0.

2

由叠加原理，非齐次热方程初值问题{
ut −△u = f, in Rn × (0,∞)

u = g, on Rn × {t = 0}

有解

u(x, t) =

∫
Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy +

∫ t

0

∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds.

§9.2.2 能量方法

设U ⊂ Rn为有界开集，∂U ∈ C1。分别定义抛物柱体和抛物边界为

UT := U × (0, T ], ΓT := UT − UT .

利用能量方法证明解的唯一性：

Theorem 9.2.4. 如下初边值问题至多有一个解u ∈ C2
1 (UT ){

ut −△u = f in UT ,

u = g on ΓT .

证明：设ũ为另一个解，则w := u− ũ满足{
wt −△w = 0 in UT ,

w = 0 on ΓT .

定义能量

e(t) :=

∫
U
w2(x, t)dx, 0 ≤ t ≤ T.

则由w|∂U = 0，分部积分得

d

dt
e(t) = 2

∫
U
wwtdx = 2

∫
U
w△wdx

= −2

∫
U
|Dw|2dx ≤ 0,
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因此e(t) = e(0) = 0, t ∈ [0, T ]，w = u− ũ ≡ 0 in UT。 2

热方程解的反向唯一性：

Theorem 9.2.5. 热方程ut −△u = f的满足边值u = g on ∂U × [0, T ]，以及u(x, T ) =

h(x)至多有一个解u ∈ C2(UT )。

证明：设ũ为另一个解，则w(x, t) := u− ũ满足

w(x, T ) = 0, w|∂U×[0,T ] = wt|∂U×[0,T ] = 0.

同样定义能量

e(t) :=

∫
U
w2(x, t)dx, 0 ≤ t ≤ T.

则

ė(t) :=
d

dt
e(t) = 2

∫
U
w△wdx = −2

∫
U
|Dw|2dx,

ë(t) :=
d2

dt2
e(t) = −4

∫
U
Dw ·Dwtdx = 4

∫
U
△wwtdx

= 4

∫
U
(△w)2dx,

[ė(t)]2 = 4[

∫
U
w△wdx]2

≤ 4

∫
U
w2dx

∫
U
(△w)2dx

= e(t)ë(t).

已知e(T ) = 0。只要证对所有t ∈ [0, T ]都有e(t) = 0。否则，可设有[t1, t2] ∈
[0, T ]使得

e(t) > 0, for t1 ≤ t < t2; e(t2) = 0.

定义

f(t) = log e(t), t ∈ [t1, t2),

则

f̈(t) =
ë(t)

e(t)
− ė(t)2

e(t)2
≥ 0, t ∈ [t1, t2).

即f(t)为凸函数，因此对于τ ∈ (0, 1), t ∈ (t1, t2)

f((1− τ)t1 + τt) ≤ (1− τ)f(t1) + τf(t),
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e((1− τ)t1 + τt) ≤ e(t1)
1−τe(t)τ ,

e((1− τ)t1 + τt2) ≤ e(t1)
1−τe(t2)

τ = 0, τ ∈ (0, 1).

因此e(t) = 0, t ∈ [t1, t2]，与假设矛盾。 2

作业：13，14
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§9.2.3 热方程平均值公式及应用：最大值原理、解的唯一性

设U ⊂ Rn为有界开集。分别定义抛物柱体和抛物边界为

UT := U × (0, T ], ΓT := UT − UT .

调和函数平均值公式中所用的球体可看作

Br(x) = {y ∈ Rn|Φ(|x− y|) ≥ Φ(r)}.

对于热方程，x ∈ Rn, t ∈ R, r > 0，我们定义”heat ball”

E(x, t; r) := {(y, s) ∈ Rn+1|s ≤ t,Φ(x− y, t− s) =
1

(4π(t− s))n/2
e
− |x−y|2

4(t−s) ≥ 1

rn
}.

这里取 1
rn仅为记号方便。

例：(x = 0, t = 0)情形，s ≤ 0

1 ≥ e
|y|2
4s ≥ 1

rn
(−4πs)

n
2 ,

因此0 ≤ (−4πs)
n
2 ≤ rn，

|y|2 ≤ 4s ln[
1

rn
(−4πs)

n
2 ].

为利用热方程、基本解以及分部积分得到平均值公式，一个自然的出发点是

考虑 ∫ ∫
E(x,t;r)

(us −△u)(y, s) ln[rnΦ(x− y, t− s)]dyds.

分部积分后出现的项包括

−u[lnΦ]s = u(y, s)
Φt

Φ
(x− y, t− s),

−u△y[lnΦ] = −u(y, s)[△xΦ

Φ
− |DxΦ|2

Φ2
](x− y, t− s),

特别将出现 ∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)|Dx log Φ(x− y, t− s)|2dyds,

即 ∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds.

为了求上式关于r的导数，令y − x = r(z − x), t− s = r2(t− τ)，则

1

(4π(t− s))n/2
e
− |x−y|2

4(t−s) ≥ 1

rn
⇔ 1

(4π(t− τ))n/2
e
− |x−z|2

4(t−τ) ≥ 1,
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从而 ∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds

=

∫ ∫
E(x,t;1)

u(x+ r(z − x), t− r2(t− τ))
r2|x− z|2

r4(t− τ)2
rn+2dzdτ

= rn
∫ ∫

E(x,t;1)
u(x+ r(z − x), t− r2(t− τ))

|x− z|2

(t− τ)2
dzdτ.

从而对任意r > 0，

1

rn

∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds =

∫ ∫
E(x,t;1)

u(x+ r(z−x), t− r2(t− τ)) |x− z|2

(t− τ)2
dzdτ.

事实上热方程的平均值公式的表达式为

u(x, t) =
1

4rn

∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds, ∀E(x, t; r) ⊂ UT .

Theorem 9.2.6. 设u ∈ C2
1 (UT )为热方程ut−△u = 0的解。则对任意E(x, t; r) ⊂ UT，

u(x, t) =
1

4rn

∫ ∫
E(x,t;r)

u(y, s)
|x− y|2

(t− s)2
dyds.

证明：平移时间空间坐标使得x = 0, t = 0。记E(r) = E(0, 0; r)。定义

ϕ(r) :=
1

rn

∫ ∫
E(r)

u(y, s)
|y|2

s2
dyds.

我们将证明ϕ(r)与r无关。为了对ϕ(r)关于r求导，令y = rz, s = r2τ，同上可得

ϕ(r) =

∫ ∫
E(1)

u(rz, r2τ)
|z|2

τ2
dzdτ.

如果ϕ(r)与r无关，则由ϕ(r)的定义

ϕ(r) = lim
r→0

ϕ(r) = u(0, 0) lim
r→0

[
1

rn

∫ ∫
E(r)

|y|2

s2
dyds] = u(0, 0)

∫ ∫
E(1)

|z|2

τ2
dzdτ = 4u(0, 0).

证明ϕ(r)与r无关：首先，

ϕ′(r) =
d

dr

∫ ∫
E(1)

u(rz, r2τ)
|z|2

τ2
dzdτ

=

∫ ∫
E(1)

[uyizi
|z|2

τ2
+ us2rτ

|z|2

τ2
]dzdτ

=

∫ ∫
E(r)

[uyi
yi
r

|y|2/r2

s2/r4
+ us2r

|y|2/r2

s/r2
]r−n−2dyds

=
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[uyiyi
|y|2

s2
+ 2us

|y|2

s
]dyds

:= A+B.
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定义

ψ := log[rnΦ(y,−s)] = log[rn
1

(−4πs)n/2
e

|y|2
4s ] = n log r − n

2
log(−4πs) +

|y|2

4s
.

因为Φ(y,−s) = r−n on ∂E(r)，因此ψ = 0 on ∂E(r)。可计算

ψyi =
yi
2s
, 2yiψyi =

|y|2

s
, ψs = − n

2s
− |y|2

4s2
,

div(usyiψ∂yi) = nusψ + usyiyiψ + usyiψyi ,

因此利用Stokes定理，并继续关于s分部积分可得

B =
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

4usyiψyidyds

= − 1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[4nusψ + 4usyiyiψ]dyds

=
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[−4nusψ + 4uyiyiψs]dyds

=
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[−4nusψ + 4uyiyi(−
n

2s
)]dyds−A,

从而利用热方程、分部积分、并利用ψyi =
yi
2s可得

ϕ′(r) = A+B =
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[−4n△yuψ − 2n

s
uyiyi]dyds

=
1

rn+1

∫ ∫
E(r)

[4nuyiψyi −
2n

s
uyiyi]dyds = 0.

2

极值原理与唯一性：利用热方程平均值公式证明最大值原理、解的唯一性。作

业16中，将利用解在最大值点的导数的符号来证明极值原理。

Theorem 9.2.7. 设U连通，u ∈ C2
1 (UT ) ∩C(UT )在UT上满足热方程ut −△u = 0。则

有

(1) 极大值原理：maxUT
u = maxΓT

u.

(2) 强极大值原理：若存在(x0, t0) ∈ UT使得u(x0, t0) = maxUT
u，则u在Ut0上为

常值函数。

注：t0之后可以通过改变边值降低温度。
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证明：设有一点(x0, t0) ∈ UT使得u(x0, t0) = M := maxUT
u。取充分小r > 0使

得E(x0, t0; r) ⊂ UT。因此由平均值公式

M = u(x0, t0) =
1

4rn

∫ ∫
E(x0,t0;r)

u(y, s)
|x0 − y|2

(t0 − s)2
dyds

≤ M
1

4rn

∫ ∫
E(x0,t0;r)

|x0 − y|2

(t0 − s)2
dyds =M,

等号取到，因此u(y, s) =M, ∀(y, s) ∈ E(x0, t0; r)。

设(y0, s0) ∈ UT , s0 < t0，连接(x0, t0)和(y0, s0)的线段L ⊂ UT。接下来说明线

段L上u ≡M。否则，

r0 := min{s ≥ s0|u(x, t) =M for all points (x, t) ∈ L, s ≤ t ≤ t0} > s0

并且u(z0, r0) = M，其中(z0, r0) ∈ L。然而同样由平均值公式，对充分小的r > 0，

在E(z0, r0; r)上u ≡ M，而另一方面存在充分小的σ > 0使得L ∩ {r0 − σ ≤ t ≤ r0} ⊂
E(z0, r0; r)，这与r0的定义矛盾。从而r0 = s0，线段L上u ≡M。

最后，考虑任意(x, t) ∈ UT , t ∈ [0, t0)。存在包含于U中的折线连接x0到x，记

为x0x1 · · ·xm−1x。再选取t0 > t1 > · · · > tm = t，于是连接(xk−1, tk−1)到(xk, tk)(k =

1, 2, · · · ,m)的线段都在UT中，而且在每一条线段上u ≡M，从而u(x, t) =M。 2

强极大值原理的推论：无穷传播速度与解的唯一性。

设U ⊂ Rn为有界连通闭集。考虑如下热方程初边值问题的解u ∈ C2
1 (UT ) ∩

C(UT ) 
ut −△u = 0, in UT

u = 0, on ∂U × [0, T ]

u = g, on U × {t = 0}

其中g ≥ 0, g ∈ C0(U)并且有一点严格大于零。则由强极值原理，u在UT上的最小值

为零，而且在内部不能取到，因此在UT上u > 0。

Theorem 9.2.8. 设g ∈ C(ΓT ), f ∈ C(UT )。则初边值问题{
ut −△u = f, in UT ,

u = g, on ΓT .

至多有一个解u ∈ C2
1 (UT ) ∩ C(UT )。

证明：设ũ为另一个解，则w := u− ũ满足（齐次）热方程，并且w|ΓT
= 0，因此

由极值原理w ≡ 0。 2
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解的正则性（内部正则性、边界正则性）、导数估计、存在性将在偏微分方

程II中利用更一般的方法对更一般的方程进行讨论。

作业：16，17
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