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关于共点向量分割三角形面积的四个结论 

郑 金 

(辽宁省凌源市职教中心，12250O) 

在三角形平面 内任取一点 ，从该点到三个顶 y，则有 

点的连线对应三个向量，其中每两个向量与三角 S 一 1 I商 1．1 I sin 
， 

形的一条边可构成一个三角形．若规定每个向量 

所对的三角形是指另外两个向量所在的三角形， S。一 J 1．I雨 『sin ， 

那么各 向量所对 的三角形 的面积与三个共点向量 ． 

之间满足什么关系呢?下面归纳四个结论并证 5c一寺I 1．1 PB 1 sin 7． 

明之． 所以 

结 论 1 对 于 

△ABC内的任一点P，若 

△ PBC、△ PCA、△ PAB 

的 面 积 分 别 为 S 、S 、 

Sc，则SA·PA+SB·P-B ． ———+ 一 D 

+S ．P--d一0． 

D 

图 1 

C 

即二角 彤 内共 点 向量 的线 性 加 权 和 为零 ，权 

系数分别为向量所对的三角形 的面积． 

证明1 女口图1所示，可知 一 一妾， 
所以蔚 一 ．~pp--g-商 ： (宽 一 )， 

R R 

整理得 

商 一 商 + ① 

R． A P
一  

Sc 
一  

SB
S ，由合比定理知P D △尸DB S△PDc’田 口 ĉ七￡／ 

一 —  一  
． 因此 S

△PDB+ S△PDc SA ‘一 

市  ② 

联立得 一 商 + · 

．所以SA．P-7；+S ．商 + ．宽 ：0． 

证明 2 如 图 2所 

示 ，设。 =I pWX；l e。， 

p-g—l p-pg 1 e ，P---d— 

I P-P--d I e。，LBPC：d， 
B 

CPA 一 ， APB 一 

图 2 

C 

s ·P-K+se·商 +sc·P--d一 1 J I． 

商 1．1 1．(e sin a+e2 sin +e。sin y)． 

原题等价于e1 sin a+e2 sinp+e3 sin 7—0，其 

中单位向量的方向如图 3所示． 

如图 2所示 ，在 PA上取一 

点D，作DE／／PB交CP延长线 

于 点 E，则 ／DEP、 EPD、 

PDE分另 是 a、 、)，的卒 角 ， 

在 △DEP 中，由正 弦定 理 得 

一 粤 一凰 洇 
sln 口 Sill sln 7 

此 I I— ksin ，l蔚 I—ksin ，I E---g I=== 

ksin y，所以筋 一e ksin a，磷 一e2ksin ， = 

e3ksin)，． 

由于三个矢 量首 尾顺 次衔接 构成 闭合 三角 

形，则茚 + +E--g一0，所以e sin a+e。sin + 

e3 sin y一 0． 

这是三个 共点共 面单 位 向量 遵循 的普 遍规 

律 ，即在 同一平 面内的三个共 点单位 向量 的加权 

和为零，其中每个单位向量的权系数为另外两个 

单位向量夹角的正弦． 

故S ．P--X十S。．商 +S ．P--d一0，即三角 

形内共点向量的线性加权和为零，权系数分别为 

向量所对的三角形面积． 

对于三角形内的重心、内心、外心或垂心，关 

系式仍然成立 ，即三角形 内共心 向量 的线性加权 

和为零． 

结论 2 对于 △ABC平面内的任一点 P，若 
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点 P在 ／~ABC的外部 ， 

并且在 BAC的内部或 

其对顶 角的 内部 所在 区 

域时，贝0有 一 S△ r·PA ————— 
— —  8 

+ S△PA(，·PB + S△PAB · 

△PBC、／kPCA、△PAB 的 面 积 之 比 为 l 】： 

『 {：『 。『． 

即若三角形平面内共点向量 的线性加权和为 

零 ，则各 向量所对应 的三角形面积 之 比等于权 系 

C 数的绝对值之 比．各 向量所对应 的三角形是指另 

外两个向量所在的三角形． 

面 一 两 + ① 

又 一S 一S I由合此定理可知P A ^PA 
△ P^B △ PAc

’ u 川 ，、L 廿 ：。 ，、 

一  

SAp DB- }-S ~pDC
一  S ，即 S

△ PAB 十 S△ c 1+ S2⋯。 

一  ② 

由①、②两式得 { 南一 专 商十 

{ ，所以一s△ ec‘ 十s△mc·商+ 
S△ ． 一 0． 

结论 3 对于 AABC内的任一点P，若 

+ ：商 + 。 一0，则 ／XPBC、APCA、APAB 

的面积之比为 ： ：： 。． 

即若三角形 内共 点向量的线性加权和为零 ， 

则各 向量 所 对 的 三 角形 面积 之 比等 于 权 系 数 

证 明 如 图 5所 不 ， 

作PA === 。雨 ， 一 

： 商 ， 一 。P-d，可 

知 ， + + 一 

0，因此 P是 △A B C 的 

重心，那么重心分别与顶 

点组成 的三个三角形 的 

面积相等． 图5 

由三角形面积公式 S一÷absin C可知， 

SAP 
一

1 S△ 
一

1 S△PAB
一

1 

S一
／~PB'C'

一 ’S—APC'A"一 ’ 一 ’ 

由于 S△PA — S△PB — S△Pc ，所以 S△PBc： 

S△P(1̂ ：S△MB— 1： 2： 3． 

结论4 对于△ABC所在平面内不在三角形 

边上的任一点P，若 。 + 两 + 。 一0，则 

证明 如图6所示 ， 

在三角形外有一点 P，与 

三个顶点在同一平面内， 

由于共点向量雨 ，两 ， 

Pe都大致朝 上 ，则 向量 

和雨 +两 + 不可能 

为零 ，向量 加权 和 S · 

尸 

图 6 

+S ．商 +S ． 也不可能为零向量，因为 

不存在反向相消．或者说 ，如果把三个 向量视为共 

点力 ，作用点为 -P，则合力不可能为零． 

为使向量的加权和为零 ，权 系数应存在负值 ， 

观察三个向量分布可知 ，向量 的权系数应为负 

值，即一S△PB ． +SA ．商 +S△PA ． 一 

0，亦即 

S△船 ． 一Szx ．商 一S△M ． 一0(9 

可利用三角形 内共点 向量的线性加权和为零 

的结论来证 明．需在三角形 内找一点P ，作平行四 

边形 P BPC，两条对 角线 的交点为 o，如 图 6所 

示．可知 

s Bc． 十s cA．两 +s AB． 一0 

② 

由于 一 一 ，̈p 一 ， 一 

BP，S△P，Bc— S△PBc，可得 

S△ ．(P-X— )+S△ ． 声+s△卧 ． 

百声一0， 

即 S△ ．雨 ～S△ F 一S△ ， ． 一 

S△P，AB·PB 一 0． 

由平行四边形定则可知 一 +商 ，代 

入并整理得 

S△PBC·PA 一 (S△ c+ S△P，AB)PB 

一

(S△PBc+S△P，㈨)P 一 0 ③ 

只要证明 ③ 式 与 ① 式对 应 项 的系数相 等 

即 可． 

首先证明 S△PBc+S△P， — S△MB． 

由于 S△PBc—S△(1尸P，，故只需证 S△ (：+S△P，m 

— S△PA ．即需证明四边形 ACPP 与 △ABP二者 

的面积相等 ，如图 7阴影部分所示． 



· 专论荟 萃 · 数学通讯 ——2O14年第 11、12期(上半 月) 75 

如 图 8所示 ，作辅 助线 AO，可知 △AOP 与 

△AOP 的面积相等 ；由于 AO是 △ABC的中线 ， 

PO是 △PBC的中线 ，因此四边形 AOPB 与四边 

形 AoPC的面积相等．由此可知 四边形 与三角形 

的面 积 之 差 相等 ，即 △APB 的面 积 与 四边 形 

AP PC的面积相等． 

同理可证 S△PBc+S△ B— S△册 ． 

C C 

P P 

图 7 图 8 

所以5△眦 ．商 一S△ ·诱 一S△舢 · 一O． 

由此可知结论 4成立． 

在共点向量加权和为零 的方程中究竟哪个向 

量的权系数为负值，取决于共点向量的起点在三 

角形所在平面上的位置． 

对于三角形的内心，满足 的向量关 系式 中的 

各系数均为正值，而对于三角形的旁心或钝角三 

角形的外心和垂心，满足的向量关系式中的各系 

数含有负值． 

在钝 角 AABC 中，若 r 

B为钝角，则外心 0满足 

s△∞c· 一 s△0cA· + 

S△0̂B·0e一 0． 

对 于钝 角 三角 形 ，若 

B为钝角 ，则垂心 H 满足 

SAoBc·HA—S△0cA·HB+ 

S△0AB·HC 一 0． 

图 9 

对于 AABC的旁心o，必在三角形之外 ，如图 

9所示，若旁心0所对的内角为 C，则有 

S△∞c·o-07；+SA0cA· 一S△0AB· 一o． 

即 sin A ． + sin B． 一sin c． 一 0． 

总 之，对 于 △ABC 之 外 的 任 一 点 P(在 

AABC平面内)，若 商 + 商 + =：：0，则 

权系数存在负值，那么 △PBC、△PCA、△PAB的 

面积之 比不是 ： 。： 。，而是 I A I：l ：I：I 。1． 

所 以原三角形的面积与新三角形的面积之比 

S△ABc
—

I 1+ 2+ 3 l 
／ S△ c 一 3 。‘ 

若 AABC内一点 P满足 +扎商 + 

。 一0，则点 P的位置可 由权系数唯一确定．如 

果矢量方程中的三个 系数都 为正数 ，则点 P在三 

角形之内；如果方程中有一个系数为零，则点 P在 

对应顶点的对边上；如果方程中有一个系数为负 

数，则点 P在三角形之外． 

例题 已知 P是 △ABC所在平面上一点 ，满 

足 +商 +2 一3 ，求 △ABP与△ABc 

的面积之 比． 

解 利用 一商 一蔚 将P-K+商 +2宽  

一 3 变形为2两 一商 +2 一0． 

根据结论3，由2 P-7；一商 +2宽 一。可知 

△PBC、△PCA、△PAB 的面积之比为 

l 。I t『 2 l：I 。l一 2：1：1． 

故 一r 1=2 

：1．即 △AB尸 与 AABC的面积之 比为 1：2． 

姐果 得 出 
PAB

一  

I I 

一  

0 △ ^3 

一 4：1，则是错误的． 

那么 AABC与 △PAC的面积之比为多少呢? 

可直接利用公式得 避 一 I ± J 

— l l一 2：1． 
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