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用 Schur分 拆 方 法 证 明 不 等 式 竞 赛 题  

姚 勇 陈 胜 利 
(中国科学院成都计算机应用研究所，610041) (福建省南安市五星中学，362341) 

(本讲适合高中) 

齐次对称不等式一直是数学竞赛的一个 

热点．这类题的难度都很大，证明的方法也是 

多种多样，很不好把握．本文向大家介绍一种 

方法——schur分拆方法． 

这种方法是最近在对称不等式研究方面 

取得的新进展l ，由本文第二作者提出和发 

展的．因为该方法受到著名的 Schur不等式 

的启发，故称为 Schur分拆方法．由于这种方 

法原本是以计算机作为基本运算手段的，运 

算量颇大，是属于定理机器可读证明研究范 

围，因此，它并不适合介绍给竞赛选手在赛场 

上使用．然而，这一方法的优美和初等，使我 

们想要去改造它，这就形成了本文的原始写 

作动机．通过改造，这一方法将使竞赛选手甚 

至普通学生也可以轻易地掌握和运用． 

1 基本理论 

定理 1(Sdlur) 若 x≥0，Y≥0，z≥0， 

a 为实数，则 

L． a ( —y)( —z)≥O， ① 

当且仅当 =Y=z或 =0，Y=z的置换时， 

式①等号成立． 

式①称为Schur不等式． 

符号∑厂( ，Y，z)表示轮换求和(下 
同)． 

证明：由对称性可假定 ≥y≥z，令 

= t + t2+ t3，Y= t2+ t3， = t3， 

其中，t 、t：、t3是非负实数． 

将其代入式①左端并整理得 
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(tl+t2+t3)。t +[(t1+t2+t3)。一 

(t2+t3)。+t；]t2tl+t；t；． 

注意到(t1+t2+t3)。一(t2+t3)。+t；t>0 

显然成立，故不等式①成立． 

等号成立条件易得(略)． 

下面是 Schur不等式的类似推广，它们 

是 Schur分拆方法的基础，选自文[1]． 

定理2 若 t>0，Y≥0，z≥0，k为非负 

实数，则 

(1)∑( ) ( —y)( —z)≥o； 

(2)∑ (y+z)( —y)( —z)≥o； 

(3)∑( ) (y+z)( —y)( —z)>t0． 
证明：(1)将欲证不等式变形为 

(xyz) ∑ “( —y)( —z)>t0． 
由定理 1可知上式成立． 

(2)、(3)仿上可证． 

2 三元齐三次对称不等式 

定理 3 三元 齐三 次 对 称 多 项 式 

_厂( ，Y，z)可以唯一的表示为 

／( ，Y，z)=ag3，1+培3．2+cg3．3， ② 

其中吼g。=∑ ( —y)( —z)， 

g =∑(y+z)( —y)( —z)， 

g3．3 x3z’ 

并且当扎Y、z>t0时， 

0、b、C≥( ’( ，Y，z)>t0． 

证明此定理并不难，留给有兴趣的读者 

思考． 

例1 已知 、Y、z是非负实数，且满足 

+Y+z=1．证明： 
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O<~ xy+yz+ 一2 ≤ · 

(第25届 IMO) 

分析：由于原不等式并非齐次，故先齐次 

化，即变形为 

0≤( + + )( +Y+ )一2xyz 

～  
I( +Y+z) 

． 

令 ，Y， ) 

= (xy+ + )( +Y+ )一2xyz 

=ag3，l+6g3，2+qg3。3． 

为了快速计算出待定系数，只需注意 

口：f(1，0，0)，b： ， 

C=厂(1，1，1)． 

于是，有 口=0，b=1，C=7． 

证明：注意到 

( + + )一2xyz 

= (xy+ + )( +Y+ )一2xyz 

=g3。2+7g3
．
3>10． 

则 一( +yz+ )+2xyz 

=  ( +Y+ ) 一( +yz+ )。 

( +Y+Z-)+2xyz 

7 1 
g3，l+ g3。2I>0． 

例2 设 口、b、C是正实数，且满足 abc 

=1．证明： 

(a-l+丢)(6一l+÷)(c—l+ )≤1． 
(第4l届IMO) 

证明：令 口： ，b：上，c：三 ． 
y Z- 

于是，原不等式等价于 

xyz一( +Z-一Y)( +Y—Z-)(Y+Z-一 ) 

>10． 0 

计算出 

l，0，0)=l， l，l，0)=0， l，l，1)=0． 

式①即 g3．1I>0． 

因此，原不等式得证． 

3 三元齐四次对称不等式 

定理 4 三 元 齐 四次 对 称 多项 式 

，Y， )可以唯一的表示为 

，Y，Z-)=ag4。l+6g4。2+ 4。3+喀4．4， 

其中，54'g。=∑ ( —y)( —z)， 

g4，2=∑x(y+ )( 一，，)( 一 )， 

g4， =∑ ( 一，，)( 一 )， 
g4．4=xyz( +Y+ )， 

并且当 、 ≥0时， 

口、b、C、d≥0= 厂( ，Y， )>10． 

先给出系数 口、b、C、d的简单确定方法： 

口= 1，0，0)，C= 1，1，0)， 

d= ，6=口+!-=-一 
． 

例3 设 口、b、C是正实数，且满足 abc 

：1．证明： ‘ 

【一+ l_+ 【_≥导． 丽 十 十 丽  ‘ 
分析：直接去分母化为整式型不等式，将 

会遇到高次多项式而面临更大的困难．从已 

知abc=1人手，看能不能先降低次数． 

作代换 口：1
． ．

，

b：1
，。 ：

1
，原不等式 

V z- 

转化为 

z-+南z- + ≥ ． y+ + +y 2 
注意到 +Y+ ≥3 =3，故只要证 

熹+ +未≥ cx+y+z ． v+ + +v 2、 
这等价于证明 

g=2( + )( +Y)+，，2(，，+ )(y+ )+ 

Z,2( + )(z+Y)一 ( +Y+z)( +)，)· 

(Y+ )( + ) 

>10． 

简单计算得 

g(1，0，0)=1，g(1，1，0)=2， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


8 中 等 数 学 

g(1，1，1)=0，g(一1，0，1)=0． 

由此将 g分拆为 

：

，
l+ 百

3
，
2+294

,
3 1>0g g4 g4 g4 1>0． ，l+ ，2+ · 

证明：略． 

4 三元齐五次对称不等式 

定理 5 三元 齐 五 次对 称 多项 式 

，y， )可以唯一的表示为 

f(x，，，， )=qg5，l+ _5，2+cg5．3+d ，4+ ．5，5， 

其中 g。：∑ 3( —y)( — )， 

g ． =Y_2 2(y+ )( —y)( — )， 

g ．，=Y_2 (y+ )( —y)( — )， 

g xyz∑( —y)( — )， 
g5．5=xyz(xy+yz+ )， 

并且当 、y、 I>0时， 

Ⅱ、b、C、d、eI>0 ’( ，Y， )I>0． 

下面是系数 口、b、C、d、 的简单确定方 

法： 

口： (1，0，0)，c= (一 } ， 

e= +号， 

d= 

例 4 设正实数 口、b、C满足口+b+C= 

1．证明： 

l0(口 +b。+C )一9(口 +b +C )≥1． 

(2005，中国西部数学奥林匹克) 

证明：原不等式等价于(为了区别于系数 

字母，以下变量用 、y、 ) 

，y， ) 

=10( +y + )( +Y+ ) 一 

9( +y + )一( +y+ ) 

≥0． 

简单计算得 

f(1，O，0)=o,f(1，1，0)=30， 

1，1，1)=0，f(1，i，0)=15(1+i)， 

f(一1，i，1)=0． 

从而，口=0，C=15，e=0，b=15，d=60． 

故f(x，y， )=15g5．2+1595．3+60g5，4I>0． 

5 三元齐六次对称不等式 

定理 6 三元齐六次对称多项式 

，Y，z)可以唯一的表示为 

f( ，y， ) 

=ag6．1+6g6．2+cg6．3+喀6，4+eg6．5+ 

mg6，6+rig6．7， 

其中 g =∑ ( —y)( — )， 

g。． =∑ (y+ )( —y)( — )， 
g6．3=( —y) (y— ) ( — ) ， 

g ． =∑( ) ( —y)( — )， 

g ． =xyz∑x(x—y)( — )， 

g6,6g6 6=xyz (y+ )( —y)( 一 )， = 三 (y+ 八 —y八 一 ，， 

g6．7=( ) ， 

并且当 、Y、 >10时， 

口、b、C、d、e、m、r／,I>0= ( ，y， )I>0． 

下面是系数 口、b、C、d、e、m、r／,的简单 

确定方法： 

首先，计算 1，0,0)， 1，1，0)， 1，1，1)， 

得到口= (1，0,0)，d= (1，1，0)，r／,= 1，1，1)． 

其次，计算f(O，一1，1)，f(O，1，i)i，得方 

程组 

f厂(0，一1，1)=4a一46+4c—d， 

【f(O，1，i)i=2a一2b一2c+d． 

将 口、d代人方程组解得b、C． 

最后，计算f(一1，1，1)，f(一1，1，i)，得 

方程组 

f 一1，l，1)=4a一8b+4d+如 一8m+r／,， 

【厂(一1，1，i)=2a+l6c一6d一6 +8m—r／,． 

将 口、b、C、d、r／,代人方程组解得e、m． 

上面系数 口、b、C、d、e、m、n的确定方 

法，只涉及到一些简单的求值和解两个二元 
一

次方程组，计算量并不太大．与前面次数小 
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于6的不等式相比，齐六次对称不等式在数 

学竞赛中出现最多，难度也最大． 

例 5 设 、Y、z是正实数 ．证明： 

c 【南 +南+南 
(1996，伊朗数学奥林匹克) 

证明：原不等式等价于 

f( ，Y，z) 

= 4(xy+yz+ )[(y+z)2( + )2+ 

( + )2( +，，)2+( +，，)2(，，+ ) ]一 

9(x+y) (y+z) (z+ ) 

t>0． 

首先，计算 1，0，0)， 1，1，0)， 1，1，1)， 

得到 a=0，d=0，n=0． 

其次，计算 0，一1，1)，f(O，1，i)i，得方 

程组 

f一4=一46+4c， 

L一14= 一2b一2c． 

解得 b=4，c：3． 

最后，计算f(一1，1，1)，f(一1，1，i)，得 

方程组 

fo=一8×4+4e一8m． 

L一16=16×3—6e+8m ． 

解得 e=16，m=4． 

故 ，Y，z)=4g6，2+3g6，3+16g6，5+4g6，6 

≥ 0． 

因此，原不等式得证． 

例 6 设正实数 、Y、z满足x'yz≥1． 

证明： 

南+黼 +毒南 + + ≥ 
(第46届IMO) 

证明：注意到 

者南≥ 
、

一  

一  

．  

一  

+(Y +z ) 

而 雾 = 

≥簪 ， 
故欲证原不等式，只须证 

∑ Y ① 2 4+(2+ )2。，V’ 

作代换( ，Y ，Z2)一( ，Y，z)． 

于是，式①铮∑髦 ≥0 
( ，Y，z) 

= ∑{[2 一x(y+z)]· 
[2y2+( +z)2]· 

[2 +( +y) ]} 

≥0． 

首先，计算 1，0，0) 1，1,0)，f(1，1，1)， 

得到 a=2，d=24， =0． 

其次，计算 0，一1，1)，f(O，1，i)i，得方 

程组 

fo=4×2—4b+4c一24． 

t8：2×2—2b一2c+24． 

解得 b=3，c=7． 

最后，计算f(一1，1，1)，f(一1，1，i)，得 

方程组 

f64=80+4e一8m， 

L一48= 一28—6e+8m ． 

解得 e=18，m=11， 

故f(x，Y，z) 

= 2g6
，

l+3g6
。

2+7g6
，

3+24g6
，
4 + 

18g6
，
5+11g6

。6 

≥0． 

因此，原不等式得证． 

例 7 设 m。、m6、me是AABC对应边上 

的中线长，ra、rb、r。是AABC对应边上旁切 

圆的半径．证明： 

L+ + ≥3
．  

m口m6 m6， "km口 

证明：注意到熟知的公式 

2p a+b+C． 
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mo 2 

则 ： 
t-．／'tbt-．／"tf 

≥ 

4p(p一口) 

(2口 +2c 一b2)(2口 +2b 一c ) 

皂! = 2 
(2口 +2c 一b )+(2a +2b 一C ) 

2[(b+C) 一口。] 

于是，只须证 

∑ t>3． 4口 +6 +c ’ ① 

作代换(口，b，c)一(Y+ ， + ， +Y) 

( 、Y、 ∈R )．于是， 

式 ∑ 辩 
接下来，通分去分母依次计算一些特殊 

值，解得系数(过程略) 

口=50，b=280，C=395，d=810， 

e=1 460。，n=864。／／,=0． 

故 50g6，l+280g6，2+395g6
．

3+810g6
，
4+ 

1 460g6
．

5+864g6
．

6t>0． 

例 8 设正实数 、Y、 ，满足 

+Y + =1．g= +Y+ 一xyz． 

求证：g的最小值为1． 

证明：因为 +Y + 。=1，所以， 

g + Y+ —xyz 

≥ +Y+z一3xyz 

>t3 一3xyz>t0． 

于是，g≥1等价于(齐次化) 

G( ，Y， ) 

： [( +Y+ )( +Y + )一 ] 一 

( +，， + )。 

≥0． 

对 G( ，Y， )作分拆得到 

G( ，Y， ) 

= 2g6
，
2+2g6

，
3+8g6

，
4+8g6

，
5+ 

12g6
．
6+37g6

．7 

≥0． 

顺便指出，对六次以上的齐次对称不等 

式虽也有相应结论，但因计算量太大，不适合 

用本方法手算了．另外，当分拆出现负系数 

时，需要作相应的调整，这在竞赛题中是很少 

见的(习题5)．这些都不再一一介绍了． 

练 习 题 

1．设 t／,、b、c和S分别是△ABC的三边长和面 

积 ．证明：口 +b +C2>14 S． 

(提示：令 。= +Y，b=Y+：，c：z+ ，转化为 

[( + ) +(Y+ ) +( + ) ]。 

I>48( +Y+z)xyz．) 

2．设 、Y、z、m、 是正实数。且 k≥m．证明： 

‘+yZ+ ‘ 8xyz 

≥ ． 

3．设 g-,Y、z是正实数．证明： 

( 2+ +z2)(1 + 1+ ) 

≥3+ ± ： !
． 

xyz 

4．设 、Y、z是非负实数．证明： 

盟  ≥垃  。
． 8 27 ‘ 

5．设 、y、z是正实数，且满足 + +z =1． 

证明： 

1
+ + ≤导． ‘ ≤ ’ 

(提示：3g 61l一296，2+7居-6，3+4gs．4+9gs．5—2兽-6，6 

g6。】+796
，
3+296

，

4+596
．

5 + 

2∑ ( —y)。( — ) + 

2∑ ( 一)，) ( —z) >10．) 
6．设 、 、z是非负实数．证明： 

( ± ±兰21 
64 

≥( +xy+y2)( +yz+ )( 。+Z,X+ )+ 

459x2y
—

2

—

z
= 

64 ‘ 

参考文献： 

[1] 陈胜利，黄方剑．三元对称形式的Sehur分拆与不等式 

的机器证明[J]．数学学报，2006，49(3)：491 502． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

